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Die Kegelschnitte. 

Die Erzeugung der Kegelschnitte dürcii projeictive Punictreiiien 
und Stralilbascliel. 

. 1. Schon im V. Kapitel des ersten Bandes wurden die Kegel- 
schnitte behandelt; sie wurden daselbst definiert als die Schnittkurve 
eines geraden oder schiefen Kreiskegels mit einer Ebene, oder auch 
— was auf dasselbe hinauskommt — als Zentralprojektionen oder 
Perspektive Bilder eines Kreises (257 Bd. I). Von dieser Definition 
aus gelangten wir auf natürlichem Wege zu den Polareigenschaften 
des Kreises und der Kegelschnitte und "weiter zu den Eigenschaften 
des Mittelpunktes, der konjugierten Durchmesser, der Achsen und 
einiger weiterer Beziehungen, die uns in den Stand setzten die 
Kurven zu konstruieren. 

Hier werden wir eine neue Definition der Kegelschnitte geben; 
sie soll dann auch für die weiteren Untersuchungen als Grundlage 
dienen.^) Gleichwohl wird auch hierbei die Perspektive Beziehung 
zwischen Kegelschnitt und Kreis einen Hauptfaktor und ein be- 
sonders geeignetes Hilfsmittel für das genaue Studium der Kegel- 
schnitte bilden. 

3. Wir gehen zunächst von zwei einfachen Eigenschaften des 
Kreises aus, die sich unmittelbar auf seine Perspektiven Bilder über- 
tragen lassen. Eine Reih-e beliebig auf einem Kreis gegebener 
Punkte Ay B, C, JD, . . , wird aus irgend zwei festen Punkten Ä 
und /Sj desselben durch kongruente Strahlbüschel projiziert 
(Fig. 1). Denn je zwei Strahlen des einen Büschels, etwa SA und SB, 
schließen den gleichen Winkel ein, wie die entsprechenden Strahlen S^A 
und S^B des anderen (Peripherie winkel über dem gleichen Bogen AB), 
Dabei entspricht dem Strahl 8S^ des ersten Büschels im zweiten 
Büschel die Kreistangente in S^ und dem Strahl S^S des zweiten 
Büschels im ersten Büschel die Kreistangente in S, 
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Verwandelt man den Kreis durch Perspektive Abbildung in 
einen Kegelschnitt, so gehen die kongruenten Strahlbüschel der 
Kreisfigur — da die Kongruenz ein spezieller Fall der Projektivität 

ist — in projektive Büschel beim Kegel- 
schnitt über (Bd. I, 189), und wir haben den 
Satz: Eine Reihe beliebig auf einem 
Kegelschnitt gejgebener Punkte A, 
B, C, D, . . . wird aus irgend zwei 
festen Punkten S und S^ desselben 
durch projektive Strahlbüschel pro- 
jiziert. Der Tangente in S (resp. S^) 
entspricht dabei der Strahl S^S (resp. SS^y 
Für den Kreis gilt ofi'enbar auch die 
Fig. 1. Umkehrung des obigen Satzes: Zwei 

kongruente Strahlbüschel erzeugen 
einen Kreis, d. h. ihre entsprechenden Strahlen schneiden sich in 
den Punkten eines Kreises, der durch die Scheitel der beiden Büschel 
hindurchgeht. Dagegen wissen wir noch nicht, ob zwei beliebig 
gegebene projektive Strahlbüschel einen Kegelschnitt erzeugen. Daß 
dies in der Tat der Fall ist, wird später nachgewiesen werden. 

3. Zieht man an einen Kreis irgendwelche Tangenten 
a, d, c, d, . . ., so schneiden sie auf zwei beliebig gewählten 

festen Kreistangenten t 
und t^ projektive Punkt- 
reihen aus. Beide Punkt- 
reihen werden vomKreis- 
mittelpunkt M durch 
kongruente Sirahl- 
büschel projiziert (Fig. 2). 
Bezeichnen wir die auf t 
und^j ausgeschnittenen Punkt- 
reihen mit A, B, C, D, , . . 
bez. A^, i?j, C^, i>j, . . ., so 
brauchen wir nur zu zeigen, daß 
die Strahlen MA, MB, MC,... 
durch Drehung um den gleichen 
Winkel und in dem gleichen Sinne übergehen. Dann sind die 




in die Strahlen MA^, MB^, MC\, 



Strahlbüschel kongruent und schneiden auf / und #^ projektive 
Punktreihen aus. Nun bilden t und t^ mit jeder der Tangenten a, 
h, c, . . . ein Dreieck und alle diese Dreiecke haben -^ tt^ gemein. 
Folglich ist: ^ CA A^ + -^ C^A^A'^ ^ CBB^ +^C, B^B, oder wenn 
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man alle Winkel d«r Gleichung halbiert: '^MAA^ +^MA^A 
^^MBB^+^MB^B, was die Eelation ^AMA^^^BMB^ 
nach sich zieht. Eine Drehung um diesen Winkel führt MA und 
MB in MA^ und MB^ über. Man erkennt ebenso, daß ^CMC^ = 2K 
— ^AMA^ ist; ^^CMC^ ist aber in entgegengesetztem Sinne ge- 
rechnet wie -^ AMAy Dreht man also MCm gleichem Sinne und um den 
gleichen Winkel wie vorher bei der Drehung yon Jlf^ nach Jf ^j, so fällt 
die gedrehte Gerade mit der verlängerten MC^ zusammen, w. z. b. w. 
Aus dem Satz für den Kreis folgt unmittelbar die Richtigkeit 
des folgenden: Zieht man an einen Kegelschnitt irgendwelche 
Tangenten «, b, c, d, . . ., so schneiden sie auf zwei beliebig 
gewählten festen Tangenten t und t^ desselben projektive 
Punktreihen aus. Auch hier Ist zu bemerken, daß die Umkehrung 
dieses Satzes noch später zu beweisen ist. 

4. Wir haben schon gesehen, daß Kegelschnitte durch projektive 
Strahlbüschel oder auch durch projektive Punktreihen erzeugt werden 
können. Von jetzt ab wollen wir die projektiven Strahlbüschel und 
Punktreihen zum Ausgangspunkt nehmen und die Kurven studieren, 
die durch solche Strahlbüschel und Punktreihen erzeugt werden können. 
An die Spitze unserer Betrachtungen stellen wir die Definitionen: 

Zwei projektive Strahlbnschel erzeugen einen Kegelschnitt als 
Oft der Schnittpunkte entsprechender Strahlen. 

Zwei projektive Punktreihen erzeugen einen Kegelschnitt als 
Hüllkurve der Verbindungslinien entsprechender Punkte. 

Diese Definitionen decken sich zunächst nicht mit der in 
Bd. I, 257 aufgestellten Definition; doch haben wir vorhin nach- 
gewiesen, daß die früher als Perspektive Bilder des Kreises definierten 
Kurven auch als Erzeugnisse von projektiven Strahlbüscheln oder 
projektiven Punktreihen erhalten werden können. Es erübrigt noch 
zu zeigen, daß die beiden voranstehenden Definitionen zu d'en 
nämlichen Kurven- führen, und daß diese Kurven mit den Per- 
spektiven Bildern eines Kreises, d. h. mit den im fünften Kapitel 
des ersten Bandes behandelten Kegelschnitten identisch sind. 

Zunächst müssen wir einige Sätze ableiten, die für die soeben 
definierten Kurven gelten; mit ihrer Hilfe wird uns alsdann der 
geforderte Nachweis gelingen, daß die von zwei projektiven Strahl- 
büscheln oder Punktreihen erzeugten Kurven in der Tat nichts 
anderes sind als die in Band I Kapitel V behandelten Kurven. 

5. Sind a und a^, b und b^, c und q, . . . entsprechende Strahlen 
zweier projektiver Strahlbüschel mit den Scheiteln S und 1\, so wird 
der Verbindungslinie S7\ der beiden Scheitel, betrachtet als Strahl t 
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des ersten Büschels, ein Strahl t^ im zweiten und, betrachtet als 
Strahl *j des zweiten Büschels, ein Strahl s im ersten entsprechen 

(Fig. 3). Dann gehören dem Kegel- 
schnitt die Punkte ^ = 0x^1, 
J5=^ X ^1, C^c Xc^, H^dx d^y 
Ä=s « X *i, 2^= ^ X ^1 an. Auf jedem 
Strahl durch S liegen zwei Punkte 
des Kegelschnittes, nämlich der 
Punkt S und der Schnittpunkt 
dieses Strahles mit dem entsprechen- 
den des zweiten Büschels. Für den 
Strahl s fallen beide Punkte zu- 
sammen, so daß s zwei zusammen- 
fallende Punkte mit dem Kegelschnitt 
gemein hat, also ihn in S berührt. 
Der durch zwei projektive 
Strahlbüschel erzeugte Kegel- 
schnitt geht durch ihre Scheitel. 
Der Verbindungslinie der Scheitel [t oder s^) in dem einen 
Büschel entspricht die Tangente {t^ bez. s) des Kegelschnittes 
im anderen. Das Verhalten des Kegelschnittes in den 
Scheiteln der Büschel ist dabei (vergl. 7) ganz das gleiche 
wie in seinen übrigen Punkten. 




Fig. 3. 




6. Sind Ä und Ä^, B und ^^ C und C^ 



entsprechende 



Punkte zweier projektiver Punktreihen auf den Geraden (Trägem) s 
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und t^, so, wird dem Schnittpunkt s x ^^ d6r beiden Träger, betrachtet 
als Punkt T der ersten Eeihe, ein Punkt 1\ der zweiten und, betrachtet 
als Puntt S^ der zweiten Reihe, ein Punkt S der ersten entsprechen 
(Fig. 4). Dann sind die Geraden AA^, BB^, CC^, BD^, SS^ = s, 
T2\ =t /j Tangenten eines Kegelschnittes* Durch jed^n Punkt von 
«gehen zwei Tangenten desselben, nämlich die Gerade s und die 
Verbindungslinie dieses Punktes mit dem entsprechenden der zweiten 
Eeihe. Für den Punkt S fallen beide Tangenten zusammen, so 
daß S zum Berührungspunkt des Kegelschnittes mit der Tangente s 
wird. Der durch zwei projektive Punktreihen erzeugte 
Kegelschnitt berührt ihre Träger. Dem Schnittpunkt 
der Träger {T oder S^) in der einen Eeihe entspricht der 
Berührungspunkt {T^ bez. S) des Kegelschnitts in der 
anderen. ^ 

7. Wird ein Kegelschnitt durch zwei projektive Strahlbüschel 
mit den Scheiteln S und T erzeugt, so kann man ihn auch durch 
zwei projektive Strahlbüschel erzeugen, deren Scheitel 
irgendwie auf ihm ge- 
wählt werden. Sind Q, P, 
Pj, P^, ... irgendwelche 
Punkte des Kegelschnittes 
(Fig. 5), dann sind die Strahl- 
büschel 8{8TQPP^P^ . . .) 
und T{STQPP^P^ . . .) pro- 
jektiv. Dabei bedeuten die 
vor der Klammer stehenden 
Buchstaben S und T die 
Scheitel der Büschel und die 
in der Klammer stehenden 
Buchstaben die einzelnen 
Punkte, durch die ihre 
Strahlen gehen. Insbesondere 
bedeutet SS den in S tan- 
gierenden Strahl des ersten 
und TT den in T tangierenden Strahl des zweiten Büschels. Sind 
aber die vier Strahlen S{STQP) projektiv zu den vier Strahlen 
T[STQP), so sind sie nach 190 Bd. I auch projektiv zu den vier 
Strahlen T{TSPQ). Die erst- und letztgenannten Strahlen liegen 
sogar perspektiv, da sie den Strahl ST entsprechend gemein haben. 
Folglich liegen SSxTT= U, SQ x TP ^ Z und SP x TQ = M in 
gerader Linie. Läßt man S, T, Q ungeändert^ verändert aber die 
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Lage von P in P^, so liegen (/, SQ x TP^ «Xj und SP^ xTQ^M^ 
in gerader Linie^ u. s. f. 

Die vier Geraden 5^, SC, TP, TQ bilden die Seiten eines Vier- 
seits, dessen Diagonalen ZM, PQ und ST sind; deshalb werden S 
und y durch N und /= iSy X tüf harmonisch geteilt. In gleicher 
Weise teilen JVj und J^^STx A^i ^^® Strecke ST harmonisch, u. s. f. 
Nun ist der Büschel S {P, P^, Pg • • •) perspektiv zur Reihe {M, M^, M^, . . .) ; 
diese Reihe ist von ü aus perspektiv zur Röihe (/, t/j, /, . . .) und 
die letztere endlich nach 228 Bi I involutorisch zur Reihe (JV; N^, 
3^, . . .), dabei sind ^S* und T die Doppelpunkte der Involution; 
die beiden letztgenannten Reihen sind demnach ebenfalls projektiv, 
nur ist das Entsprechen ihrer Punkte ein vertauschbares. Somit 
sind auch die Büschel 8 (P, P,, P^, . . .) und Q, [N, N^y N^, . . .) oder 
Q (P, Pj, Pg, . . .) projekt^; unser Kegelschnitt kann also auch durch 
diese beiden projektiven Büschel erzeugt werden. In der gleichen 
.Weise können wir folgern, daß der Kegelschnitt sich auch durch 
zwei projektive Büschel mit den Scheiteln P und Q erzeugen läßt. 

8. Wird ein Kegelschnitt durch zwei projektive Punktreihen 
mit den Trägern s und t erzeugt, so kann man ihn auch durch 




Fig. 6. 



zwei projektive Punktreihen erzeugen, deren Träger zwei 
beliebige Tangenten an ihn sind. Sind q, /?, p^, p^f ' ' * irgend- 
welche Tangenten des Kegelschnittes (Fig. 6), dann sind die Punkt- 
Teihen s[8tqpp^p^ , .) und t{stqpp^p^ , .) projektiv. Die vor den 
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Klammem stehenden Buchstaben bedeuten die Träger s und t der 
Eeihen und die in den Klammern stehenden Buchstaben die Tan- 
genten, welche die einzelnen Punkte der Reihe aussehneiden. Ins- 
besondere bedeuten s x s und ^ x ^ die Berührungspunkte 8 und T 
der Träger. Sind aber die vier Punkte s{stqp) projektiv zu den 
vier Punkten t{stqp), so sind sie nach 190 Bd.I auch projektiv zu den 
vier Punkten t{tspq\ Die erst- und letztgenannten Punkte liegen 
sogar perspektiv, da sie den Punkt s x t = ü entsprechend gemein 
haben; folglich schneiden sich die Verbindungslinien von s x q mit 
t X p und von s X p mit t x q in einem Punkte G der Geraden ST. 
Läßt man s, t, q ungeändert, verändert aber die Lage von p in /?j, 
so schneiden sich die Verbindungslinien von s x q mit txp^ und 
von s X Pi mit t x q in einem Punkte O^ von ST, u. s. f. 

Die vier Punkte s x p, s x q, t X p, t x q bilden die Ecken 
eines Vierecks, dessen Diagonalpunkte ?7, G und H^px q sind, 
deshalb liegen V G und ÜH zu s und t harmonisch. In gleicher 
Weise liegen ÜG^ und UHy^ [H^ = p^ x q) zu s und t harmonisch, 
u. s. f. Nun ist die Reihe s {'p, p^, /»g, . . .) perspektiv zur Reihe 
{G, Gj, G^, . . .) aus dem Punkt q X t; diese ist perspektiv zu dem 
Büschel U(G, G^, G^, . . .) und der letztere nach 228 Bd I in- 
volutorisch zum Büschel Ü{H, 11^, ff^, . . .), dabei sind s und / die 
Doppelstrahlen der Involution; beide Büschel sind also projektiv, nur 
entsprechen sich ihre Strahlen vertauschbar. Somit sind auch die 
Reihen 8{p, p^, p^, . , .) und {H, H^, 11^, . . .) oder q{p, p^, p^, . . .) 
projektiv; unser Kegelschnitt kann demnach auch durch zwei pro- 
jektive Punktreihen auf den Trägem s und q erzeugt werden. 

9, Wir können nun leicht nachweisen, daß auch der Satz vom 
umgeschriebenen Vierseit und eingeschriebenen Viereck (253 u. 256 
Bd. I) für die durch zwei projektive Strahlbüschel erzeugten Kegel- 
schnitte gilt (Fig. 7). Ist ABCjD das eingeschriebene Viereck mit 
den Diagonalpunkten L, M, N und sind SAP, PJBQ, QCR, RBS 
Tangenten des Kegelschnitts, so sind nach 7 die beiden Strahlbüschel 
£{BCDA) und C{BCDA) projektiv. Der zweite ist aber auch 
projektiv zu C{CBAJ)), so daß hieraus die Projektivität des ersten 
und letzten Büschels folgt; diese bedingt ihrerseits, da beide Büschel 
einen Strahl entsprechend gemein haben, daß die Punkte Q, M und 
L in gerader Linie liegen. Ganz ebenso erschließt man die gerad- 
linige Lage der Punkte i/, M und S; d. h. die Gegenecken Q und S 
des umgeschriebenen Vierseits liegen auf der Geraden LM. In 
gleicher Weise findet man, daß P und R auf der Geraden MN, sowie 
daß V und T auf der Geraden LN liegen. Schreibt man einem 
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von zwei projektiven Strahlbüscheln erzeugtenKegelschnitt 
in den nämlichen vier beliebig gewählten Punkten ein voll- 
ständiges Viereck ein und ein Vierseit um, so verbinden die 
Diagonalen des letzteren die Diagonalpunkte des ersteren. 




Fig. 7. 

10. Dieser Satz gilt in gleicher Weise für einen durch 
zwei projektive Punktreihen erzeugten Kegelschnitt. Sind 
PE = Z, QS ^ n und TU= m die Diagonalen des Vierseits (Fig. 7), 
so sind nach 8 die beiden Punktreihen [Q, B, P, T) und (C, 4 U,R) 
projektiv und also die Reihen (Q, B, P, T) und (Q, C, E, U) per- 
spektiv. Demgemäß schneiden sich die Geraden PE, TUxmA BC m 
einem Punkt; in gleicher Weise zeigt man, daß auch JB durch 
diesen Punkt geht. Durch analoge Schlüsse findet man, daß die 
Geraden AB, CB, QS,TU sich in einem Punkte schneiden und ebenso 
die Geraden AC, BB, PE, QS. 

11. Der vorausgehende Satz soll nun benutzt werden um zu 
beweisen, daß jeder durch projektive Strahlbüschel erzeugte Kegel- 
schnitt auch durcTi projektive Punktreihen erzeugt werden kann und 
umgekehrt. Es seien A, B, C irgendwelche feste Punkte eines 
Kegelschnittes und AP, PQ, QC die zugehörigen Tangenten, während 
wir einem weiteren Punkt B verschiedene Lagen B, B^, B^, . . . auf 
dem Kegelschnitt erteilen (Fig. 8). Die Tangenten in diesen Punkten 
schneiden auf PA eine Punktreihe S, S^, S^, ... und auf QC eine 
Punktreihe E, E^, E^, . . . aus; beide sind unter sich und mit dem 
Strahlbüschel B [B, B^, B^, . . .) projektiv. Denn nach dem voran- 



Die KegelsehniUe. 



stehenden Satz schneiden sich PR, QS, BB und AC in einem 
Punkte M, ebenso PB^, QS^, £D^ und AC in einem Punkte Jlfj u^s.f. 
Die Punkte M, M^, M^, . . . bilden eine auf ^C liegende Punktreihe, 
die somit von P aus gesehen mit der Reihe ß, Ä^, Äg, . • . auf QC 
und von Q aus gesehen mit der Reihe S, S^, S^, . . . auf PA per- 
spektiv liegt; zugleich gehen die 
Strahlen des Büschels ß (J), D^, 
D^ . , .) durch die bezüglichen 
Punkte jener Reihe. Alle diese 
Reihen und Büschel sind pro- 
jektiv. 

Auch die Geraden TU, 
QS, BA und CD schneiden sich 
in einem Punkte N, analog die 
Geraden UT^, QS^, BA und 
Cöj in einem Punkte iVj, u. s. f. 
Die Punkte N, iV„ N^,.,. bilden- 
eine auf AB liegende Reihe, 
die somit von U aus gesehen 
mit der Reihe T, T,, 7^, . . . auf 
QB und von Q aus gesehen 
mit der Reihe S, Ä, , Äg, . . • 
auf PA perspektiv liegt; zu- 
gleich gehen die Strahlen des Büschels C [D, I)^, D^, . . .) durch die 
bezüglichen Punkte jener Reihe, und wieder sind alle Reihen und 
Büschel projektiv. Fassen wir unsere Resultate zusammen, so er- 
halten wir die Projektivität der Reihien JRy B^, Äg, . . ., S, S^, S^, . , , 
und T, T^, ^2' • • • ^^^^^ sich und mit den Büscheln B (i>, D^, D^, . .• .) 
und C [Bs, B^y B^, , . .). Dabei ist zum Beweis nur der Satz vom 
umgeschriebenen Vierseit und eingeschriebenen Viereck verwendet 
worden, der sowohl für die durch projektive Punktreihen wie auch 
für die durch projektive Strahlbüschel erzeugten Kurven Gültigkeit 
hat. Daher der Satz: Nimmt man auf einem Kegelschnitt 
eine Reihe von Punkten an und zieht die zugehörigen 
Tangenten, dann ist der Strahlbüschel, dessen Strahlen 
jene Punkte mit einem beliebigen aber festen Punkt des 
Kegelschnittes verbinden, projektiv zu der Punktreihe, die 
jene Tangenten auf einer beliebigen aber festen Tangente 
des Kegelschnittes ausschneiden. Sonach kann jeder Kegel- 
schnitt sowohl durch zwei projektive Strahlbüschel als auch durch zwei 
projektive Punktreihen erzeugt werden. Dabei darf man noch zwei be- 
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liebige Pankte des Kegelschnittes als Scheitel der Büschel und ebenso 
zwei beliebige Tangenten desselben als Träger der Punktreihen wählen. 

12. Die doppelte Erzeogungsweise der Kegelschnitte gibt uns 
auch die Mittel an die Hand, beliebig viele Punkte und Tangenten 
desselben in einfachster Weise zu zeichnen. Zunächst gilt der Satz: 
Fünf Punkte einer Ebene, von denen keine drei in einer 
Geraden liegen, bestimmen einen Kegelschnitt, der sie ent. 
hält. Die aus zweien der gegebenen Punkte, etwa A und £, nadi 
den übrigen C, 1), E gezogenen Strahlen bestimmen nämlich zwei 
projektive Strahlbüschel, und diese erzeugen einen durch die fünf 
Punkte verlaufenden Kegelschnitt. Den nämlichen Kegelschnitt muß 
man nach 7 auch erhalten, wenn man irgend zwei andere unter den 

gegebenen Punkten als Scheitel 
zweier projektiver Strahlenbüschel 
wählt, deren entsprechende Strah- 
len sich wieder in Punkten der 
Kurve schneiden. 

Ist F irgend ein weiterer 
Punkt des Kegelschnittes, so 
sind die Strahlenbüschel A [C, D, 
E,P,.. .) und B (C, B, E, F, . . .) 
projektiv (Fig. 9). Den ersteren 
schneiden wir mit CD, den letz- 
teren mit CEy dann erhalten wir 
Perspektive Punktreihen (C, 2>, 
^1, /;, . . .) und (C, i?„ E, ^„ . . .). 
Sonach geht F^F^ durch den Schnittpunkt =^ DD^x E^E. Man 
erhält also jedesmal einen Punkt des Kegelschnittes, indem man eine 
beliebige Gerade durch zieht, ihren Schnittpunkt auf CD mit A 
und ihren Schnittpunkt auf CE mit B verbindet; beide Verbindungs- 
linien schneiden sich auf der Kurve. Da insbesondere dem Strahl AB 
des ersten Büschels im zweiten die Tangente in B entspricht, so 
verbinde man B^^ABxCD mit 0, dann geht die in B berührende 
Tangente durch B^ ^ B^O x CE. 

13. Die Gegenseiten eines einem Kegelschnitte ein- 
geschriebenen Sechseckes schneiden sich in drei Punkten 
einer Geraden. Dieser Satz heißt der Pascarsche Satz und die 
Gerade die zu dem Sechseck gehörige Pascarsche Gerade.*) Denn 
in Fig. 9 ist AFBDCE ein eingeschriebenes Sechseck, dessen Ecken 
auf dem Kegelschnitt völlig willkürlich gewählt sind, und es liegen die 
Punkte AFxDC^F^, FBxCE^F^ und BDxEA^O auf 
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einer Geraden. Der Pascarscbe Satz ist also eine unmittelbare Folge 
der Erzeugungsweise eines Kegelsehnittes durch zwei projektive Strahl- 
biisdieL Während aber bei dieser zwei Punkte desselben als Scheitel 
der Büschel vor den anderen hervortreten, sind beim Pascarschen 
Satz alle Punkte gleichberechtigt. Wir haben ja auch bereits ge- 
sehen, daß die Scheitel der Büschel sich nicht vor den anderen 
Punkten des Kegdschnittes auszeichnen. 

Kennt man ftinf Punkte BDCEA des Kegelschnittes, so findet 
man einen weiteren, wenn man durch Ä einen beliebigen Strahl zieht, 
seinen Schnittpunkt auf CD mit verbindet, di^e Linie mit CE 
schneidet und dann von B aus einen Strahl durch diesen Schnitt- 
punkt zieht. Die Strahlen durch Ä und B liefern einen neuen Punkt 
des Kegelschnittes. 

Aus unserer Figur erkennt man auch, daß die ümkehrung des 
Pascarschen Satzes Geltung hat Die Ecken eines Sechsecks, 
dessen drei Paar Gegenseiten sich in drei Punkten einer 
Geraden schneiden, liegen stets auf einem Kegelschnitt. 

Sechs Punkte ABCDEF geben je nach der Reihenfolge, in der 
man sie anordnet, zu 60 verschiedenen Sechsecken Veranlassung, so 
daß im ganzen 60 verschiedene Pascal'sche Gerade auftreten, und 
auf jeder von ihnen schneiden sich dreimal je zwei der fünfzehn 
Verbindungslinien jener sechs Punkte. 

14. Der Pascal'sche Satz läßt eine Reihe von Spezialisierungen 
zu, auf die wir noch etwas näher eingehen müssen. Rücken zwei 
Ecken des Sechsecks einander unendlich nahe, so wird ihre Ver- 
bindungslinie zur Tangente; das Sechseck geht in ein Fünfeck über. 
Ist ABDCE dieses Fünfeck und a die Tangente in Ä^ so liegen die 
Schnittpunkte ABxCE^A^, BDxEA=^0 und DCxa = A^ auf 
einer Geraden (Fig. 9). Schreibt man einem Kegelschnitt ein 
Fünfeck ein, so liegen die Schnittpunkte der ersten und 
vierten Seite, der zweiten und fünften Seite, sowie der 
dritten Seite mit der Tangente in der gegenüberliegenden 
Ecke auf einer Geraden. 

Dieser Satz liefert, falls man fünf Punkte eines Kegelschnittes 
J, B, B, C, E kennt, die zugehörigen Tangenten. So schneidet die 
Verbindungslinie von AB x CE und BD x EA auf jD deinen Punkt 
der Tangente im Punkte A aus. Er liefert aber auch, falls von 
einem Kegelschnitt vier Punkte A, B, D, C und in einem von ihnen, 
etwa A, die Tangente a bekannt ist, beliebig viele weitere Punkte. 
Man ziehe durch C irgend einen Strahl, schneide ihn mit AB und 
verbinde den Schnittpunkt mit DCx a\ diese Gerade trifft BD in 
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einem Punkt, den wir mit A verbinden. Die Strahlen durch C und A 
schneiden sich dann auf dem Kegelschnitt. Durch vier Punkte 
und die Tangente in einem derselben ist ein Kegelschnitt 
völlig bestimmt. 

15. Rücken von den sechs Ecken des Pascal'schen Sechsecks 
zweimal zwei zusammen, so entsteht ein Viereck mit zwei Tangenten 
in zwei seiner. Ecken. Sei etwa AB CD in Figur 7 dieses Viereck, 
das zusammen mit den Tangenten in A und C ein Pascal'sches Sechs- 
eck vorstellt, dann liegt der Schnittpunkt U der letzteren mit 
Z ^ AB X CD und N =^ BC X DA in gerader Linie. Fügt man 
dagegen dem Viereck die Tangenten in B und D hinzu, dann folgt 
aus dem so gebildeten Pascarschen Sechseck, daß die Punkte f, L 
und N einer Geraden angehören. Schreibt man einem Kegel- 
schnitt ein gewöhnliches Viereck ein, so schneiden sich die 
Tangenten in seinen Gegenecken in zwei Punkten, deren 
Verbindungslinie auch die Schnittpunkte seiner Gegen- 
seiten enthält. 

Die vier Punkte des Kegelschnittes geben noch zu zwei weiteren 
Vierecken Veranlassung, nämlich zu ABDC und ADBC. Führt man 
die gleiche Überlegung wie vorher aus, so erkennt man, daß einer- 
seits Z, My Q, 8 und andererseits JN, M, P^ R auf einer Geraden 
liegen. Hiernach erscheint der Satz in 9 als eine Folgerung aus 
dem Pascarschen Satz. 

Zugleich ergibt sich der Satz: Durch drei Punkte und die 
Tangenten in zweien von ihnen ist ein Kegelschnitt be- 
stimmt. Sind (Fig. 7) A, B, C drei Punkte und AU und CU zwei 
Tangenten des gesuchten Kegelschnittes, dann ziehe man durch C 

irgend einen Strahl, der AB 

^^ß;f' in Z schneiden möge, und 

Ä^-'-"'' yy durch A einen Strahl nach 

^L<;;^^ y / dem Punkte N = UZx BC, 

^^,^,---'''''/^\K NwW y^ / so schneiden sich die Strahlen 

f \ 1/ >^V ^'^ ''' durch C und A auf dem 

? -l - - ^'Mf^^. / Kegelschnitt. 

^v^ \^] \/ 16. Rücken die sechs 

^\ 1^ / Ecken des PascaPschen 

', / / Sechsecks paarweise zu- 

\ i / sammen, so entsteht ein ein- 

yV geschriebenes Dreieck mit 

/ den Tangenten in seinen 

Fig. 10. drei Ecken. Das liefert un- 
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mittelbar den Satz: Schreibt man einem Kegelschnitt ein 
Dreieck ein, so schneiden die Tangenten in seinen Ecken 
die gegenüberliegenden Seiten in drei Punkten einer 
Geraden. In Figur 10 sind dies die drei Punkte /, K, L. 

17. Fünf Gerade einer Ebene, von denen, keine drei 
durch einen Punkt gehen, bestimmen einen Kegelschnitt, 
der sie berührt. Die auf zwei von den gegebenen Geraden, a und i, 
durch die übrigen c, c?, e ausgeschnittenen Punkte bilden nämlich 
zwei projektive Punktreihen, und diese erzeugen einen die fünf Geraden 
berührenden Kegelschnitt. Ist f irgend eine, von seinen weiteren 
Tangenten (Fig. 11), so sind 
die von den Tangenten auf a 
und b ausgeschnittenenPunkt- 
reihen (C^, B^, JE,, F,. . . .) 
und (Cj, i>2, -»2, i^2, . . .) pro- 
jektiv und folglich die Strahl- 
büschel Pi (Cp i>i, E,,F,, . . .) 
und F, {C,, D„ F,, F^,...) 
perspektiv, wo P^ = c x c? und 
P^ — cXe ist. Demnach liegt 
der Punkt P^F, xP^F^=-F 
auf der Geraden -Dj^r ^^^ 
erhält also jedesmal eine 
Tangente des Kegelschnittes, 
in dem man von P^ und P^ 
nach einem beliebigen Punkt von 1)^ E, Strahlen zieht und die 
Punkte, die sie auf a bez. b ausschneiden, miteinander verbindet. 
Da insbesondere dem Punkt a x h ^ B, der ersten Reihe in der 
zweiten der Berührungspunkt B^ entspricht, so geht die Verbindungs- 
linie von Pg mit P^B, x B^E, durch B^ hindurch. 

18. Die Verbindungslinien der Gegeneckeji eines einem 
Kegelschnitt umgeschriebenen Sechsseits schneiden sich 
in einem Punkt. Dieser Satz heißt der Brianchon'sche Satz und 
der Punkt der zu dem Sechsseit gehörige Brianchon'sche Punkt. ^) 
Denn in Figur 11 sind afbdce die Seiten eines umgeschriebenen 
Sechsseits, deren Wahl völlig willkürlich ist, und es schneiden sich 
die Geraden F^P,^ F^P^ und B^E, in einem Punkt. Der Brianchon'- 
sche Satz ist eine unmittelbare Folge der Erzeugungsweise eines 
Kegelschnittes durch zwei projektive Punktreihen. Während aber 
bei dieser zwei Tangenten derselben als Träger der Reihen vor den 
anderen hervortreten, «ind beim B ri an chon' sehen Satz alle Tangenten 
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gleichberechtigt. Es ißt uns ja auch schon bekannt^ daß die Träger 
der Punktreihen sich Tor den übrigen Tangenten des Kegelschnittes 
nicht auszeichnen. 

Kennt man fünf Tangenten bdcea eines Kegelschnittes, so findet 
man eine weitere, wenn man auf a einen beliebigen Punkt, etwa /*,, 
annimmt und den Punkt F^P^^ x i?iZ>, mit P, verbindet; diese Ge- 
rade schneidet b in einem Punkt F^, der mit F^ verbunden eine neue 
Tangente des Kegelschnittes liefert. 

Aus der Figur ersieht man auch, daß die Umkehrung des 
Brianchon'schen Satzes Geltung hat. Schneiden sich die Ver- 
bindungslinien der Gegenecken eines Sechsseits in einem 
Punkt, so gibt es immer einen Kegelschnitt, der seine 
sechs Seiten berührt 

Sechs Gerade ahcdef geben je nach der Reihenfolge, in der 
man sie anordnet, zu 60 verschiedenen Sechsseiten Anlaß, so daß 
im ganzen 60 verschiedene Brianchon'sehe Punkte auftreten, und 
durch jeden von ihnen gehen drei Gerade, die je zwei der 15 Schnitt- 
punkte jener sechs Geraden verbinden. 

19. In gleicher Weise wie vorher der Pascal' sehe Satz läßt 
auch der Brianchon'sehe eine Eeihe von Spezialisierungen zu. Rücken 
zwei der sechs Tangenten eines Kegelschnittes einander unendlich 
nahe, so fallen auch ihre Berührungspunkte zusammen und ihr 
Schnittpunkt geht in den gemeinsamen Berührungspunkt über. Es 
liegen dann zwei Seiten des Bri an chon' sehen Sechsseits auf der 
nämlichen Tangente, ihr gemeinsamer Endpunkt ist deren Be- 
rührungspunkt. Sind aecdb die fünf Seiten und ist ^^ der Be- 
rührungspunkt von a (Fig. 11), so schneiden sich M^B^, P^A^ und 
PjJj in einem Punkt. Schreibt man einem Kegelschnitt ein 
Fünfseit um, so schneiden sich die Verbindungslinien der 
ersten und vierten Ecke, der zweiten und fünften Ecke, 
sowie der dritten Ecke mit dem Berührungspunkt der 
gegenüberliegenden Seite in einem Punkt. 

Dieser Satz liefert, falls man fünf Tangenten abdce eines Kegel- 
schnittes kennt, ihre zugehörigen Tangenten. So schneiden sich die 
Verbindungslinien von a X b mit c X e und von b x d mit e X a in 
einem Punkt, und der Strahl von d x c gezogen durch diesen Punkt 
geht durch den Berührungspunkt J^ von a. Er liefert aber auch, 
falls von einem Kegelschnitt vier Tangenten ab de und von einer 
unter ihnen, etwa a, der Berührungspunkt Jj bekannt sind, beliebig 
viele weitere Punkte. Man wähle (Fig. 11) auf c einen beliebigen 
Punkt, etwa P^, und verbinde ihn mit a X b, man verbinde ferner 
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J^ mit c X d und den Schnittpunkt dieser beiden Geraden mit 
b X d\ schneidet diese Verbindungslinie die Tangente a in E^, so 
ist Pg^'i ^i^ß li^^ö Tangente des gesuchten Kegelschnittes. Durch 
vier Tangenten und den Berührungspunkt von einer unter 
ünen ist ein Kegelschnitt völlig bestimmt. 

20. Als Spezialfall des Brian chon'schen Sechsseits erscheint 
auch jedes einem Kegelschnitt umgeschriebene Vierseit. Dabei ver- 
treten zwei Seiten des letzteren mit ihren Berührungspunkten je 
zwei aufeinanderfolgende Seiten des ersteren mit ihren Schnitt- 
punkten. Seien etwa ab cd 
vier Tsuigenten und AB CD 
ihre Berührungspunkte , sei 
femer P^ d x b, QT=bXc, 
R^cxa, S^axd (Fig. 12). 
Dann werden PD, £Q, QB, RA, 
AS, SP die aufeinanderfolgen- 
den Seiten eines Brianchon' 
sehen Sechsseits, also schnei- 
den sich PB, QS und BA in 
einem Punkt. Auch PB, QS 
und CD gehen durch den 
nämlichen Punkt, wie man 
von dem Sechsseit PQCBSD 
ausgehend erkennt. Schreibt 
man einem Kegelschnitt 
ein gewöhnliches Viereck um, so gehen die Verbindungs- 
linien der Berührungspunkte seiner Gegenseiten durch den 
Schnittpunkt seiner Diagonalen. 

Bedenkt man ferner, daß die vier Tangenten ab cd noch zwei 
weitere Vierecke liefern, nämlich SUQFnvA BUPV, so erhält man 
den Satz in 9 auch als eine Folgerung aus dem Brianchon' 
sehen Satz. 

Zugleich folgt der Satz: Durch drei Tangenten und die 
Berührungspunkte von zweien unter ihnen ist ein Kegel- 
schnitt bestimmt. Sind (Fig. 12) a, b, c drei Tangenten, ferner Ä 
und B die Berührungspunkte von a und h, so wähle man auf AB 
einen beliebigen Punkt und ziehe von Q = i x c und B ^ a x c 
Strahlen durch ihn; diese schneiden a bez. b in Punkten, deren Ver- 
bindungslinie eine Tangente des gesuchten Kegelschnittes ist. 

81. Rücken die sechs Seiten des Brianchon'schen Sechsseits 
imarweise zusammen, so entsteht ein umgeschriebenes Dreieck; seine 
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Ecken nnd die Berührungspunkte seiner Seiten sind die Ek^ken des 
spezialisierten Sechsseits. Wir erhalten deshalb den Satz: Schreibt 
man einem Kegelschnitt ein Dreieck um, so gehen die Ver- 
bindungslinien seiner Ecken mit den Berührungspunkten 
der gegenüberliegenden Seiten durch den nämlichen Punkt 
In Figur 10 sind dies die Linien PA, QB und RC. 

22« Wir haben in diesem Abschnitt den Kegelschnitt als das 
Erzeugnis zweier projektiver Strahlbüschel oder Punktreihen definiert 
und nachgewiesen, daß jeder Kegelschnitt sowohl auf die eine wie 
auf die andere Weise erzeugt werden kann. Wir müssen nun noch 
zeigen, daß diese Definition mit der früheren in Bd. I, 257 überein- 
stimmt, d. h. daß ein durch 
zwei projektive Strahlbüschel 
erzeugter Kegelschnitt sich 
immer auch als perspektives 
Bild eines Kreises ansehen 
läßt. Zu diesem Zwecke 
beweisen wir den Satz: 
Zwei projektive Strahl- 
büschel kann man durch 
Perspektive Abbildung 
stets derart in zwei kon- 
gruente Strahlbüschel 
verwandeln, daß der 
eine von ihnen unge- 
ändert bleibt. Dabei 
geht dann natürlich der 
von den ersteren Büscheln erzeugte Kegelschnitt in den von den 
letzteren erzeugten Kreis über. 

Es seien a, h, c und öj, b^y c^ je drei Strahlen der gegebenen 
projektiven Büschel mit den Scheiteln S und S^ (Fig. 13). Dann geht 
der Kegelschnitt k durch die Punkte S, S^, Ä =^ ax a^y B ^ b x b^y 
C = c X c^ und berührt in S die Gerade t, die dem Strahl S^S == f^ 
entspricht und nach 14 konstruiert wird (im Fünfeck SS^ABC 
schneidet die Verbindungslinie von SS^x BC und S^A x CS auf AB 
einen Punkt der gesuchten Tangente t aus). Zieht man nun einen 
beliebigen Kreis k^, der t in S berührt, so ist er perspektiv zum 
Kegelschnitt k, und zwar ist S das Zentrum der Perspektive. Das 
ergibt sich wie folgt. Der Kreis If^ möge t^, a, b, c in S^, A^, B^, C^ 
schneiden; ferner sei D ^ d x d^ ein beliebiger Punkt von k und D^ 
der auf d liegende Punkt von k^. Nach der Voraussetzung sind die 
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Strahlbüschel {t, a, b, c, d) und {t^, a^, b^, c^, d^) projektiv und zu- 
gleich ist der erstere zu dem Büschel S^ (S^ A^, JB^, C^, D^) kongruent. 
Demnach ist auch der zweite Büschel zu dem dritten projektiv und 
sogar perspektiv, da beide den Strahl t^ = S^S entsprechend gemein 
haben. Es liegen also die Schnittpunkte von a^ und S^A^, von b^ 
und S^B^, von c^ und S^^C^, von d^ und S,^D^ auf einer Geraden^. 
Die Perspektive Beziehung, für die S das Zentrum, e die Achse bildet 
und 8^, Sg ein Paar entsprechender Punkte sind, läßt den Büschel 
mit dem Scheitel S ungeändert und verwandelt den Büschel S^ in den 
Büschel S^. Insbesondere bildet sie den Strahl d^ in den Strahl S^D^ 
und den beliebigen Punkt I) von k in den Punkt D^ von k^ ab, 
w. z. b. w. 

Ein Kegelschnitt läßt sich stets durch Perspektive in 
einen Kreis verwandeln, wobei man einen beliebigen Punkt 
auf ihm zum Zentrum wählen kann. Diese Perspektive Be- 
ziehung zwischen Kreis und Kegelschnitt läßt sich auch zur Konstruktion 
des letzteren verwenden. Zu jedem Strahl durch S gibt es einen 
entsprechenden durch S^ und einen entsprechenden durch S^; der 
erste und zweite schneiden sich auf k^, der zweite und dritte auf e, der 
dritte und erste auf ä. Sucht man insbesondere die Verschwindungs- 
linie und ihren Pol in bezug auf den Kreis auf, so erhält man als 
entsprechenden Punkt zu 
diesem Pole den Mittelpunkt 
des Kegelschnittes (vergl. 265 
u. 270 Bd. I). Die Punkte 
der Verschwindungslinie bil- 
den paarweise mit ihrem 
Pol ein Polardreieck des 
Kreises; den durch den Pol 
gehenden Seiten eines solchen 
Dreiecks entsprechen in der 
Perspektive zwei konjugierte 
Durchmesser des Kegel- 
schnittes. Wir kommen im 
nächsten Abschnitt auf diese 
Eigenschaften zurück. 

23. Einen Kegelschnitt k 
durch fünf Punkte A, B, G, 
I)y E kann man auch in 
folgender Weise in einen 
dazu Perspektiven Kreis k^ 

KouN u. Pappbäitz. III. 3. Aufl. 
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überführen. Man zeichne nach 14 die Tangenten AJ und £J in 
A und j5; dann lege man durch diese beiden Punkte einen beliebigen 
Kreis k^ und ziehe seine Tangenten AJ^ und JSJ^ (Fig. 14). Sollen 
k und Äg perspektiv sein, und ist e == AB die Achse der Perspektive, 
so müssen sich / und J^ dabei entsprechen. Zugleich entspricht 
dem Punkt C von /* ein Punkt C^ von k^, und zwar liegt C^ auf der 
Verbindungslinie von J^ mit dem Punkte e X JC Die Geraden JJ^ 
und CC^ schneiden sich aber im Zentrum der Perspektive. In 
der Tat bildet die Perspektive, die e zur Achse, zum Zentrum 
und Cg und C zu entsprechenden Punkten hat, den Kreis h^ in einen 
Kegelschnitt ab, der ^/ in A, BJ in B berührt und durch C geht. 
Da es aber nur einen derartigen Kegelschnitt gibt (15), so muß er 
mit dem Kegelschnitt Ä durch die fünf gegebenen Punkte identisch sein. 

34. Dem unendlich fernen Punkt von CJ entspricht der Flucht- 
punkt F auf C^J^ {0F\\ CJ) und der unendlich fernen Geraden die 
Fluchtlinie e^ durch F {e^\{e). Ist k eine Ellipse, so schneidet e^ 
den Kreis k^ nicht. Dann läßt sich eine neue Perspektive Beziehung 
angeben, die den Kreis k^ in einen neuen Kreis k^ überführt, wobei e 
wiederum die Achse, aber e^ die Verschwindungslinie ist, während das 
neue Zentrum 0' auf der Mittelsenkrechten von AB liegen muß 
(246 Bd. I). Schneidet dieselbe e^ in U und legt man von U eine 
Tangente t^ an k^, so entspricht ihr bei der neuen Perspektive eine 
zu e senkrechte Tangente t^ an k^ [t^ x ^^ auf e). Es läßt sich 
also Äj als einer der beiden Kreise durch A und B zeichnen, die ^^ 
berühren; das Zentrum 0' ist ein Ahnlichkeitspunkt der beiden 
Kreise k^ und k^ (244 Bd. I). 

Nach 162 Bd. I liegt nun der Kegelschnitt k auch zu dem 
Kreise k^ perspektiv; hierbei ist e wiederum die Achse und das 
Zentrum liegt mit und 0' in gerader Linie. Aber die Perspektive, 
welche k in k^ verwandelt, führt die unendlich ferne Gerade iu e^ 
über, während die Perspektive, welche k^ in k^ verwandelt, die Ge- 
rade e^ wieder in die unendlich ferne Gerade überführt. Bei der 

00 

Perspektiven Beziehung zwischen k und k^ gehen somit unendlich 
ferne Punkte wieder in unendlich ferne Punkte, also parallele Ge- 
rade wieder in parallele Gerade über. Das will sagen, daß k und k^ 
affin sind; e ist die Achse und 00' die Eichtung der Affinität. Der 
zu e normale Durchmesser von k^ geht dabei in einen Durchmesser 
der Ellipse k über, dessen Verlängerung den Punkt J trägt. Das 
in 270 u. 271 im L Band abgeleitete Eesultat wird hier bestätigt. 
Jede Ellipse läßt sich als affines Bild eines Kreises dar- 
stellen. 



Die Kegdschnüte. 19 



Schon in 24 Bd. I haben wir die Aufgabe gelöst: eine Ellipse 
durch fiinf gegebene Punkte zu zeichnen, indem wir sie dort als 
eine zum Kreis affine Kurve definierten. Hier sind wir von der 
Definition ausgegangen, wonach die Ellipse das Erzeugnis zweier 
projfektiver Strahlbüschel ist, und haben gezeigt, daß auch die so 
definierte Ellipse stets als Parallelprojektion eines Kreises oder als 
sein affines Bild gewonnen werden kann. 

Pol und Polare eines Kegelschnittes; Mittelpunkt, Durchmesser 

und Achsen. 

35. Wir haben in 9 und 10 den Satz abgeleitet: Schreibt 
man einem Kegelschnitt in den nämlichen vier beliebig 
gewählten Punkten ein vollständiges Viereck ein und ein 
Vierseit um, so verbinden die Diagonalen des letzteren die 
Diagonalpunkte des ersteren. Schon in 251 u. fi*. Bd. I hatten 
wir den engen Zusammenhang zwischen diesem Satz und den Eigen- 
schaften von Pol und Polare bemerkt, hier wollen wir diesen Satz 
zum Ausgangspunkt der Polarentheorie der Kegelschnitte machen. 

In Figur 7 liegen auf der Geraden MN noch die vier weiteren 
Punkte P, jff, H, /. Durch zwei von ihnen, etwa P und /, ist diese 
Gerade bestimmt. Die Wahl des Punktes L und der Sehne AB 
durch L genügt aber, um P als Schnitt der Tangenten in Ä und P, 
sowie / als vierten harmonischen Punkt zu Ä, B und L zu kon- 
struieren. Hält man also den Punkt L und die eine Sehne durch 
ihn, nämlich AB, fest, während man die andere Sehne GB sich 
um L drehen läßt, so bewegen sich zwar auch die Punkte iT, P, M 
und N auf der Geraden P/, die Lage der Geraden selbst aber bleibt 
ungeändert. Hält man dagegen die Sehne CB fest und läßt die 
Sehne AB sich um L drehen, so bleiben R und H fest und damit 
wiederum die Lage der Geraden. 

Demnach kann man beide Sehnen nacheinander Drehungen um L 
ausführen lassen, was auch eine Bewegung der sechs Punkte M, N, 
P, ff, H, J nach sich zieht, ohne daß der Träger dieser Punkte seine 
Lage verändert. Das will aber doch sagen, daß .die Gerade MN 
nur von der Wahl des Punktes L, nicht aber von der Wahl der 
durch L gezogenen Sehnen abhängt. Man nennt MN die Polare 
des Punktes L und L den Pol der Geraden MN^] Aus der 
Figur können wir nun unmittelbar die schon früher aufgezählten 
Eigenschaften von Pol und Polare hinsichtlich des Punktes L und 
der Geraden l ablesen. 

2* 
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u) Je zwei beliebige Sehnen durch den Pol besitzen vier 
Endpunkte, deren vier Verbindungslinien sich zweimal zu 
zwei auf der Polare schneiden (woraus ihre Konstruktion folgt). 

ß) Jede Sehne durch den Pol bestimmt in ihren End- 
punkten zwei Tangenten, die sich auf der Polare schneiden. 
. y) Jede Sehne durch den Pol wird von diesem und seiner 
Polare harmonisch geteilt. 

S) Die Tangenten aus dem Pol — falls es solche gibt — 
haben ihre Berührungspunkte auf der Polare. Eine aus L 
an den Kegelschnitt gezogene Tangente ist nämlich als unendlich 
kleine Sehne aufzufassen, und da L außerhalb der Sehne liegt, muß 
der vierte harmonische Punkt auf ihr liegen, d. h. er fällt mit dem 
Berührungspunkt der Tangente zusammen. 

26. Die Fig. 7 läßt uns erkennen, daß nicht nur MN die 
Polare von L ist, sondern daß auch LM die Polare von iVund LN 
die Polare von M ist. Denn SC und AD sind zwei Sehnen durch N\ 
deshalb schneiden sich die vier Verbindungslinien ihrer Endpunkte 
paarweise auf der Polare von JV, nämlich BD und ^C in Jf und AB 
und CD in L. Das Dreieck LMN hat die besondere Eigenschaft, 
daß jede Seite die Polare der gegenüberliegenden Ecke ist. Ein 
solches Dreieck nennt man ein Polardreieck des Kegelschnittes. 

Der Anblick unserer Figur lehrt uns sofort die beiden Sätze: 
Die Diagonalpunkte eines einem Kegelschnitte eingeschrie- 
benen vollständigen Vierecks ABCD bilden die Ecken eines 
Polardreiecks. Die Diagonalen eines, dem Kegelschnitte 
umschriebenen Vierseits PQR8 bilden die Seiten eines 
Polardreiecks. 

27. Der wichtigste Satz der Polarentheorie lautet nun: Geht 
die Polare eines Punktes L durch einen Punkt iV^, so geht 
auch umgekehrt die Polare von iV' durch den Punkt i. Zieht 
man nämlich durch N eine beliebige Sehne BC (Fig. 7) und ver- 
bindet ihre Endpunkte B und G mit L, so schneiden diese den 
Kegelschnitt noch je in einem Punkte Ä resp. D. AB und CD sind 
aber zwei Sehnen durch Z; die vier Verbindungslinien ihrer. End- 
punkte schneiden sich somit paarweise in zwei Punkten der Polare 
von L, So wird BC von AD m einem Punkte der genannten Polare 
getroffen; dies kann jedoch nur der Punkt N sein, da nach der Vor- 
aussetzung N ein Punkt dieser Polare ist. Nun gehen -BCund AD 
durch N, folglich liegt L^ AB x CD auf der Polare n von N, Zwei 
Punkte, von denen jeder auf der Polare des andern liegt, 
heißen harmonische oder konjugierte Pole in bezug auf 
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den gegebenen Kegelschnitt. Die Beziehung zwischen beiden 
ist wechselseitig, und falls ihre Verbindungslinie den Kegelschnitt 
schneidet, liegen sie zu diesen Schnittpunkten harmonisch. 
Das folgt unmittelbar aus den Eigenschaften von Pol und Polare. 

38, Die soeben gewonnenen Eesultate kann man noch in 
anderer Form aussprechen. Bewegt sich ein Punkt Z auf einer 
Geraden n, so dreht sich seine Polare Z um den Pol iV dieser 
Geraden und umgekehrt. Da nämlich hierbei L stets auf n liegt, 
oder init andern Worten die Polare n von N stets durch L geht, 
so muß auch die Polare / von L stets durch N gehen, w. z. b. w. 

Hieraus ergibt sich auch die Konstruktion des Poles Z einer 
Geraden Z. Man nehme dazu auf Z zwei beliebige Punkte / und K 
an und bestimme ihre Polaren i und k nach 25 e^. Der Punkt z X ä 
ist dann der Pol von Z; denn die Polare eines jeden Punktes von Z 
geht ja durch den zu Z gehörigen Pol Z. 

29, Liegt der Pol einer Geraden Z auf einer Geraden w, 
so liegt auch umgekehrt der Pol von n auf der Geraden Z. 
Denn ist Z der Pol von Z und Ä^ der Pol von n, so liegt Z nach 
der Voraussetzung auf n. Da somit die Polare von N durch Z 
geht, muß nach dem Satze in 27 auch die Polare von Z, also Z, 
durch N gehen. Zwei Gerade, von denen jede durch den 
Pol der andern geht, heißen harmonische oder konjugierte 
Folaren in bezug auf den gegebenen Kegelschnitt. 

Kann man vom Schnitt- y» i N 

punkt zweier konjugierter 
Polaren Tangenten an den 
gegebenen Kegelschnitt 
legen, so teilen sie den 
Winkel dieser Tangenten 
harmonisch. Sind Z und m die 
konjugierten Polaren, Z auf m 
und M auf Z die zugehörigen Fig. 15. 

Pole, so ist ZM die Polare von 
Nr=zlxm nach der vorigen Nummer (Fig. 15). Die Berührungs- 
punkte Tj. und ?2 d^r vo^ ^ an den Kegelschnitt gelegten Tangenten t^ 
und t^ liegen auf der Polare von JV, d. h. auf ZM. Z und M sind 
aber konjugierte Pole und teilen deshalb die Sehne T^T^ harmonisch, 
und somit teilen auch Z und m den Winkel der Tangenten' t^ und t^ 
harmonisch. 

80* Nach dem Vorausgehenden gelten offenbar auch die Sätze: 
Die harmonischen Pole zu einem gegebenen Pole P in 
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bezug auf einen Kegelschnitt liegen auf einer Geraden p, 
der Polare von P. Die harmonischen Polaren zu einer ge- 
gebenen Polare p in bezug auf einen Kegelschnitt gehen 
durch einen Punkt P, den Pol von p. Femer ist klar: Be- 
rührt die Polare den Kegelschnitt, so ist ihr Pol der Be- 
rührungspunkt, und umgekehrt. In Fig. 15 teilen M und L 
die Sehne T^T^ harmonisch. Nähert sich nun L dem Punkt T^, so 
nähert sich auch M diesem Punkt, und rückt L in T^ hinein, so 
tut dies auch M, Es ist aber M der Pol von LN\ rückt also der 
Pol auf den Kegelschnitt, so Avird seine Polare zur Tangente in ihm. 
Ein Punkt in der Ebene eines Kegelschnittes heißt 
äußerer oder innerer Punkt, je nachdem seine Polare den- 
selben schneidet oder nicht (vergl. 258 Bd. I). 

31. Der in 28 aufgestellte Satz kann noch in folgender Weise 
erweitert werden: Beschreibt ein Punkt eine Punktreihe, so 

beschreibt die ihm in 
-^ ^ bezug auf einen ge- 

gebenen Kegelschnitt 
z-ugehörige Polare 
einen Strahlbüschel, 
der projektiv zur 
Punktreihe ist und 
umgekehrt. Bewegt sich 
der Punkt L auf einer Ge- 
raden m, so dreht sich seine 
Polare l um den Pol M 
von TW. Die Konstruktion 
der Polare des Punktes L 
in seinen verschiedenen Lagen, die wir mit L, L^, li^, . . . bezeichnen, 
führen wir folgendermaßen aus (Fig. 16). Durch Pflegen wir irgend 
eine Sehne AC, die wir für alle Konstruktionen festhalten. Die 
Geraden LA und LC schneiden den Kegelschnitt noch in je einem 
Punkte D resp. B, Nach 25 a liegen dann die Punkte AC x BD 
und AB X CD auf der Polare l von L. Da aber l durch den 
Punkt Jlf von AG geht, so schneiden sich AG und BD in M, wäh- 
rend sich AB und GD in einem Punkte iV der Geraden m schneiden 
müssen (man konstruiert ja geradezu die Polare m von M als Ver- 
bindungslinie der Punkte AB x CD = N und AD x BG =^ L). Ganz 
ebenso verbindet die Polare Z^ des Punktes Z^ die Punkte M und 
iVj = ^-Bj X CD^, wobei M als Schnittpunkt der Sehnen AC und 
B^D^ erscheint. Wir können uns noch weitere Polaren konstruiert 




Fig. 16. 
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denken; dabei wird allgemein die Polare von L. als Verbindungs- 
linie der Punkte M und N. = AB. x CI>^ erhalten. Auf der Ge- 
raden m befinden sich nun zwei projektive Punktreihen {L, Z^, 
ig» • • •) ^^^ {-^y ^i ^i> ' • •)• Denn zieht man von C aus Strahlen 
nach den Punkten der ersten Reihe und von A aus Strahlen nach 
denen der zweiten, so erhält man zwei Strahlbüschel, deren Scheitel 
auf dem Kegelschnitt liegen und deren entsprechende Strahlen sich 
in Punkten J3, £^, £^, ... desselben schneiden. Solche Büschel 
sind aber nach 5 u. 7 projektiv. Aus der Projektivität jener Reihen 
können wir sofort schließen, daß auch die Punktreihe [L, L^^ Z^, . . .) 
und der Strahlbüschel M [N, N^y JV'g, . . .) projektiv sind, w. z. b. w. 

32. Die beiden Punktreihen (Z, Zj, ig, . . .) und [N, N^, 
i\^2> • • •) sind indessen nicht nur projektiv, sondern sogar in- 
volutorisch. Um dies zu beweisen, haben wir nach ,220 Bd. I nur 
zu zeigen, daß dem Punkte N als einem Punkt der ersten Reihe in 
der zweiten Reihe wiederum der Punkt L entspricht. Von einem 
Punkte L^ der ersten Reihe gelangt man aber zu dem entsprechenden 
JV. in der zweiten, indem man L^ mit C verbindet, diese Gerade 
mit dem Kegelschnitt in B. schneidet; dann liegt N^ auf der Ver- 
bindungslinie von B. mit A, Fällt L^ mit N zusammen, so rückt 
B^ nach D und DA schneidet auf m den entsprechenden Punkt N. 
aus, der sich also mit L deckt. Die Punktepaare LNy L^N^y ^2-^2' • * • 
sind harmonische Pole in bezug auf den gegebenen Kegelschnitt. 
Das gibt den Satz: Auf einer jeden Geraden bilden die Paare 
harmonischer Pole eine Involution. Schneidet die Gerade 
den Kegelschnitt, so sind ihre Schnittpunkte die Doppel- 
punkte der Involution. Das letztere ist ohne weiteres klar, da 
diese Schnittpunkte zu jedem Paar harmonischer Pole harmonisch 
liegen (223 Bd. I). 

Betrachtet man in Fig. 16 die harmonischen Polaren durch 
den Punkt M, so erkennt man sofort, daß sie involutorische Strahl- 
büschel bilden, da sie die Gerade m in den Punktepaaren LN, 
■L^^i, ^2-^2 • • • öiner Involution schneiden. Alle durch einen 
Punkt gehende Geraden, ordnen sich in bezug auf einen 
Kegelschnitt in Paare harmonischer Polaren zusammen 
und diese bilden eine Involution. Kann man von dem 
Punkt aus Tangenten an denselben legen, so sind sie die 
Doppelstrahlen der Involution. 

33. Aus der Fig. 16 können wir noch weitere Schlüsse ziehen. 
Indem wir von den einzelnen Punkten des Kegelschnittes aus Strahlen- 
paare nach den festen Punkten A und C ziehen, schneiden diese auf der 
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Geraden m die Punktepaare einer Involution aus, welche harmonische 
Pole bilden. Dabei ist nur die Voraussetzung gemacht, daß Ä C durch 
den Pol jy von m geht, daß also m und AC harmonische Polaren 
sind. Die Verbindungslinien beliebiger Punkte B, B^, . . . 
eines Kegelschnittes mit zwei festen Punkten Ä und C des- 
selben schneiden jede Gerade tw, die durch den Pol von AC 
geht, in harmonischen Polen L und N, L^ und N^, . . . 

34, Die Resultate der letzten Nummern haben wir aus der 
Fig. 16 mit Hilfe des eingeschriebenen Vierecks abgeleitet. Wir 
können sie aber auch aus den Eigenschaften des umgeschriebenen 
Vierseits gewinnen (Fig. 17). Lassen wir hier den Punkt M und 




somit auch seine Polare m ungeändert und halten ferner den Punkt U 
und die durch ihn gehenden Seiten a und c des Vierseits fest, 
während wir dem Punkte T verschiedene Lagen T, T^, T^, ... auf m 
erteilen. Dann nehmen auch die Seiten b und d des Vierseits ver- 
schiedene Lagen an und ebenso seine Diagonalen l==PE und 
n = QS, Doch gehen diese letzteren in allen ihren Lagen l und w, 
Zj und Wj, Zg und Wg • • • durch den Punkt M und bilden harmonische 
Polaren. Man erhält je zwei harmonische Polaren durch M dadurch, 
daß man die festen Tangenten a und c mit einer beliebigen weiteren 
Tangente, etwa ö, schneidet und die Schnittpunkte P und Q mit M 
verbindet. Da verschiedene Tangenten b, b^, b.^, . . . auf a und c 
projektive Reihen P, Pj, Pg, ... und Q, Q^, Q^, ... ausschneiden, 
so sind auch die Strahlbüschel M{P, P^, Pg, . . .) und M{Q, Q^, Q^, . . .) 
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Fig. 18. 



projektiv und sogar involutorisch. Denn dem Punkt 8 der ersten 
Keihe entspricht der Punkt R der zweiten; die Strahlen MP = MR 
und MQ == MS entsprechen sich also vertauschbar. Hiermit sind 
aber die Sätze in 31 
und 32 aufs neue be- 
wiesen. Auch erkennen 
wir aus diesen Dar- 
legungen den Satz: Die 
Schnittpunkte be- 
liebiger Tangenten 
eines Kegelschnittes 
mit zwei festen 
Tangenten a und c 
desselben liefern 
mit irgend einem 
Punkt if, der harmonischer Pol zu V^aXc ist, verbunden 
harmonische Polaren / und n, l^ und Wj, ... 

35. Der Mittelpunkt und 
der unendlich ferne Punkt auf 
jeder Sehne eines Kegelschnittes 
sind harmonische Pole. Hieraus 
folgt: Die Mittelpunkte 
paralleler Selihen eines 
Kegelschnittes liegen auf 
einer Geraden, der Polare 
ihres unendlich fernen 
Punktes (ihrer Richtung); 
dieselbe heißt ein Durch- 
messer des Kegelschnittes. 

Der Durchmesser enthält 
die Pole aller der gedachten 
Sehnen, insbesondere also die 
Berührungspunkte der zu ihnen 
parallelen Tangenten des Kegel- 
schnittes (Figg. 18, 19, 20). 

Liegt die Kurve gezeich- 
net vor, so wird ein Durch- -^S- '^^• 
messer AB mit Hilfe zweier paralleler Sehnen FQ und RS kon- 
struiert, indem man ihre Endpunkte wechselseitig verbindet und 
den Durchmesser durch die Punkte ü ^ PR x Q,S und, F=PS 
X QR legt. 
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86« Alle Durchmesser eines Kegelschnittes gehen als 
Polaren unendlich ferner Punkte durch den Pol der unend- 
lich fernen Geradon; dieser heißt Mittelpunkt des Kegel- 
schnittes, Man übersieht diese Verhältnisse am besten, wenn man 
sich vom Kegelschnitt zum Kreise, dessen perspektives Bild er dar- 
stellt, zurückwendet. Der Verschwindungslinie und ihrem Pol in 
bezug auf den Kreis entsprechen in der Bildfigur die unendlich ferne 
Gerade und der Mittelpunkt des Kegelschnittes, der den Pol der 

unendlich fernen Geraden 
bezüglich des Kegelschnittes 
bildet. 

Je nachdem der Kegel- 
schnitt die unendlich ferne 
Gerade nicht schneidet, 
schneidet oder berührt, wird 
er als Ellipse, Hyperbel 
oder Parabel bezeichnet. 
Der Mittelpunkt der Ellipse 
liegt in ihrem Innern, weil sie 
von der unendlich fernen Ge- 
Pi« 20. raden nicht getroffen wird. 

Für die Hyperbel ist 
der Mittelpunkt ein äußerer Punkt, denn es gibt von ihm aus zwei 
Tangenten. Ihre Berührungspunkte sind die Schnittpunkte der 
Hyperbel mit der Polare des Mittelpunktes, d. h. mit der unendlich 
fernen Geraden. Die Hyperbel besitzt ja zwei unendlich ferne Punkte 
und die Tangenten in diesen Punkten, die Asymptoten, schneiden 
sich im Mittelpunkte (vergl. 265 Bd. I). 

Der Mittelpunkt der Parabel fällt mit ihrem unendlich fernen 
Punkte zusammen, weil dieser als Berührungspunkt der unendlich . 
fernen Geraden zugleich deren Pol ist. Man erkennt dies auch sofort 
daraus, daß die Parabel als perspektives Bild eines Kreises erhalten 
wird, wenn die Verschwindungslinie den Kreis berührt; der Pol der 
Verschwindungslinie bezüglich des Kreises ist dann eben ihr Be- 
rührungspunkt. Die Parabeldurchmesser sind nämlich nach dem 
unendlich fernen Punkt der Parabel gerichtet, also unter sich parallel. 
Bei der Parabel sagt man auch, sie habe keinen Mittelpunkt, da er 
ja nicht mehr im Endlichen liegt und also die Durchmesser nicht 
mehr halbiert (vergl. 37). 

87. Ein Durchmesser schneidet entweder den Kegelschnitt 
und wird dann durch die Schnittpunkte begrenzt (reeller Durch- 
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messer), oder er trifft den Kegelschnitt nicht und ist unbegrenzt 
(imaginärer Durchmesser). Im ersten Falle ist sein unendlich femer 
Pol ein äußerer, im zweiten ein innerer Punkt des Kegelschnittes 
(vergl. 30). 

Die Durchmesser der Ellipse sind sämtlich begrenzt, weil die 
unendlich fernen Punkte ihrer Ebene alle außerhalb der Kurve liegen. 

Unter den Durchmessern der Hyperbel gibt es begrenzte und 
unbegrenzte, weil die Punkte der unendlich fernen Geraden durch 
die unendlich fernen Punkte der Hyperbel in äußere und innere 
Punkte geschieden werden. Zwischen beiden Arten von Durchmessern 
bilden die Asymptoten den Übergang. 

Bei der Ellipse und Hyperbel werden die begrenzten 
Durchmesser vom Mittelpunkt der Kurve halbiert; denn die 
Endpunkte eines jeden Durchmessers werden vom Mittelpunkt und 
seiner Polare, der unendlich fernen Geraden, harmonisch geteilt. 

Die Durchmesser der Parabel sind einerseits durch einen 
Punkt im Endlichen begrenzt und erstrecken sich andererseits bis 
zu ihrem unendlich fernen Punkte. 

Alle hier erwähnten Eigenschaften ergeben sich auch aus den 
Polareigenschaften des Kreises durch Perspektive Abbildung, 

38, Zwei Durchmesser eines Kegelschnittes heißen 
konjugiert, wenn jeder den unendlich fernen Pol des andern 
enthält. Jedes Paar konjugierter Durchmesser bildet mit der un- 
endlich fernen Geraden zusammen ein Polardreieck, dessen eine Ecke 
im Mittelpunkt des Kegelschnittes liegt. Bei der Zentralprojektion 
des Kreises gehen nämlich alle Polardreiecke, deren eine Seite mit 
der Verschwindungslinie und deren eine Ecke mit ihrem Pol zu- 
sammenfällt, in die vorher erwähnten Polardreiecke des Kegel- 
schnittes über. Es folgen hieraus noch weiter die Sätze: Von zwei 
konjugierten Durchmessern halbiert jeder die zum andern 
parallelen Sehnen. Die Tangenten in den Endpunkten 
eines Durchmessers sind zum konjugierten Durchmesser 
parallel. Konjugierte Durchmesser eines Kreises sind zueinander 
rechtwinklig. 

39. Zu irgend einem Durchmesser der Parabel ist als kon- 
jugierter stets die unendlich ferne Gerade zu rechnen, so daß man 
hier eigentlich nicht von konjugierten Durchmessern reden kann. 
Beim Kreise, dessen Bild die Parabel ist, entsprechen den Parabel- 
durchmessem alle Kreissehnen, die durch den nämlichen Punkt des 
Kreises gehen, in dem er von der Verschwindungslinie berührt wird. 
Zu allen Sehnen durch den nämlichen Punkt eines Kreises ist aber 
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die Tangente in diesem Punkte eine konjugierte Polare; dagegen 
können zwei derartige Sehnen nicht konjugierte Polaren sein, da 
nicht eine den Pol der andern enthalten kann. 

Jeder Parabeldurchmesser halbiert ein System paralleler Sehnen^ 
zu dem auch die Tangente in seinem Endpunkte parallel ist. Auch 
die Parabelsehnen, die zu der Richtung aller Durchmesser senkrecht 
stehen, werden von einem bestimmten Durchmesser halbiert Die 
Parabel besitzt eine Symmetrielinie oder Achse, die alle 
zu ihr normalen Sehnen halbiert. Der Endpunkt der Achse 
heißt Scheitel, die zugehörige Tangente ist normal zur Achse. 

40. Die Paare konjugierter Durchmesser eines Kegel- 
schnittes bilden an seinem Mittelpunkte eine Involution; 
denn sie sind harmonische Polaren (32, 38). 

Bei der Ellipse hat die Involution der konjugierten Durchmesser 
keine Doppelstrahlen. Dagegen hat diese Involution bei der Hyperbel 
Doppelstrahlen; es sind die vom Mittelpunkt an die Hyperbel ge- 
legten Tangenten oder Asymptoten (32). Jedes Paar konju- 
gierter Durchmesser der Hyperbel liegt zu ihren Asym- 
ptoten harmonisch. 

41. Unter den konjugierten Durchmessern einer 
Ellipse oder Hyperbel gibt es stets zwei zueinander 
rechtwinklige; sie heißen Achsen und ihre Endpunkte die 
Scheitel. Die Achsen sind Symmetrielinien des Kegel- 
schnittes (vergl. 230 Bd. I). 

Die Achsen der Ellipse endigen in vier Scheiteln. Die 
Achsen der Hyperbel halbieren die Winkel zwischen ihren 
Asymptoten; die eine trägt die beiden Scheitel der Hyperbel, die 
andere ist unbegrenzt. 

Von der Konstruktion der Achsen wird weiterhin noch die 
Rede sein. 

43. Nach früherem (26) erhält man ein Polardreieck eines 
Kegelschnittes entweder als Diagonaldreieck eines eingeschriebenen 
Vierecks oder als Diagonaldreieck eines umgeschriebenen Vierseits. 
Geht nun das Viereck oder Vierseit in ein Parallelogramm über, so 
erhält das von ihm abhängige Polardreieck eine unendlich ferne 
Seite und die beiden andern werden zu konjugierten Durchmessern 
des Kegelschnittes. Hieraus folgen die Sätze: 

Die Diagonalen eines dem Kegelschnitte einbeschrie- 
benen Parallelogrammes schneiden sich im Mittelpunkte; 
seine Seiten geben die Richtungen konjugierter Durch- 
messer an. Die Diagonalen eines dem Kegelschnitte um- 
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schriebenen Parallelogrammes sind konjugierte Durch- 
messer. 

In den Figg. 21 und 22 sind diese beiden Sätze veranschaulicht 
unter der Annahme, daß das umschriebene Parallelogramm AB CD 





Fig. 21. 



den Kegelschnitt in den Ecken des eingeschriebenen Parallelo- 
grammes PQRS berühre. Es werden dann die Diagonalen ÄC und 
DD des ersteren den Seiten des letzteren parallel, wie aus dem 
Satze in 26 folgt. 



Einige Konstruictionsaufgaben bei Kegeischnitten. 
Eigenschaften. 



Metrische 



43, Die Kegelschnitte — mag man sie als Erzeugnisse pro- 
jektiver Strahlbüschel und Punktreihen oder als Perspektive Bilder 
eines Kreises auffassen — sind nach dem Früheren konstruierbar. 
Auf jedem Strahl, der durch einen seiner Punkte gezogen wird, kann 
man einen zweiten zeichnen (13), durch jeden Punkt, der auf einer 
seiner Tangenten liegt, kann man eine zweite ziehen (18). Aber die 
Frage nach den beiden Tangenten an einen Kegelschnitt aus einem 
beliebigen Punkt, oder nach den beiden Schnittpunkten mit einer 
beliebigen Geraden ist noch nicht gelöst, ebensowenig wie gewisse 
Fragen, die an die Polarentheorie anknüpfen. Solche Fragen sollen 
nun hier behandelt werden. Sie führen uns zu projektiven 
Strahlbüscheln mit dem nämlichen Scheitel, zu projektiven 
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Punktreihen auf derselben Geraden, sowie zu involutorischen 
Punktreihen und Strahlbüscheln, und erfordern die Konstruktion 
von Doppelelementen , von entsprechenden rechten Winkeln, von 
Gegenpunkten. Diese Konstruktionen werden aber selbst am besten 
mit Hilfe eines Kegelschnittes und zw^ar eines Kreises durchgeführt 
und sollen zunächst ihre Erledigung im folgenden finden. 

44. Zwei projektive Punktreihen auf einer Geraden 
haben entweder keinen, oder einen oder zwei Doppel- 
punkte, d. h. Punkte, die sich selbst entsprechen. Daß solche 
Punktreihen einen Doppelpunkt haben können, ist ersichtlich; denn 
durch Verschiebung der einen Reihe auf dem gemeinsamen Träger 
können zwei entsprechende Punkte zur Deckung gebracht werden. 
Daß ferner den beiden Reihen nicht drei oder mehr Doppelpunkte 
zukommen können, ohne daß sie sich Punkt für Punkt decken, folgt 
aus 180 Bd. I. 

Zwei entgegenlaufende projektive Punktreihen auf der- 
selben Geraden besitzen stets zwei Doppelpunkte; denn die 
sie durchlaufenden, entsprechenden Punkte müssen sich auf ihrem 
Wege zweimal begegnen. Aus gleichen Gründen besitzen zwei 
projektive, konzentrische Strahlbüschel keinen, einen oder 
zwei Doppelstrahlen. Sind diese Strahlbüschel entgegenlaufend, 

so sind stets zwei Doppel- 
strahlen vorhanden. Sind 
die genannten Punktreihen 
oder Strahlbüschel gleich- 
laufend, so können noch 
alle drei Fälle eintreten. 
45, Zwei proj ektive 
Strahlbüschel mit dem- 
selben Scheitel S seien 
durch die sich entsprechen- 
den Strahlen a, b, c und 
fli, ^1, Ci gegeben (Fig. 23). 
Man lege durch S einen 
beliebigen Hilfskreis k, der 
die gegebenen Strahlen in 
Ä, By C resp. A^, ß^y C^ 
schneiden mag. Der Strahl- 
büschel mit dem Scheitel ^^ 
ist zu dem ersteren Büschel projektiv, wenn sich je zwei ent- 
sprechende Strahlen auf k schneiden. Ebenso ist der Strahlbüschel mit 
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dem Scheitel Ä zu dem letzteren Büschel projektiv, wenn ihre ent- 
sprechenden Strahlen sich auf k schneiden. Demnach sind auch die 
Büschel Ä^ {A, £, C, ... ) und Ä {A^, £^, C^ 



1' 



) projektiv und 

sogar perspektiv, weil sie A^A entsprechend gemein haben. Ihre 
Perspektivitätsachse/? verbindet die Punkte AB^x A^BundAC^ X A^C, 
Entsprechende Strahlen der Büschel A und Ä^ schneiden den Kreis k 
in Punkten, die mit S entsprechende Strahlen der gegebenen 
Büschel bestimmen. Schneidet daher die Achse p den Hilfskreis k 
in den Punkten U und V, so sind u == SU und ü = 5 F die gesuchten 
Doppelstrahlen. Dieselben fallen in einen zusammen, wenn p den 
Hilfskreis k berührt; es existieren keine Doppelstrahlen, wenn p 
außerhalb k liegt. 

Um die sich entsprechenden Eechtwinkelpaare x, yund 
T^, y^ zu finden, bestimme man in den Perspektiven Strahlbüscheln A 
undifj die sich entsprechenden rechten Winkel (nach 183 Bd. I.) mittels 
eines zweiten Hilfskreises ä^, der durch A und A^ geht und dessen 
Zentrum K^ auf der Achse p liegt. Die fraglichen rechten Winkel 

wenn X^ und JJ, die Schnittpunkte 



ax.^i;, 



sind z_ X^A^Yq und 
von k^ mit p bedeuten. 
Schneiden ihre Schenkel 
den Kreis k resp. in J, Y 
und Zj, Y^y so sind x = SX, 
y =1 SY und x^ = SX^y 
y^ = SY^ die entsprechen- 
den Rechtwinkelpaare der 
gegebenen Strahlbüschel. 
46. Sind zwei pro- 
jektive Punktreihen 
auf derselben Ge- 
raden g durch die sich 
entsprechenden Punkte A, 
B, C und Jj, j»!, C^ fest- 
gelegt (Fig. 24), so wähle 
man einen Hilfskreis k, 
der den gemeinsamen 
Träger berührt und lege 
aus den gegebenen Punk- 
ten an ihn die Tangenten a, 
b, c und flj, Äj, Cy Die 
Punktreihen J', B', C, .. 
gegebenen Eeihen A, B, C, . . , resp. 



"- 


■'--. 




; \ 


'i^-^--- 





*;>. 



\zr 



nr^ 




Fig. 24. 



auf flj und A\ B^', (7/, . . , 
^if By ^1? • • 



auf a sind zu den 
. projektiv, wenn 
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je zwei Punkte sich entsprechen, die auf einer Kreistangente liegen. 
Die Reihen auf a^ und a sind somit zueinander projektiv und, da 
A' beiden entsprechend gemein ist, auch perspektiv; das zuge- 
hörige Zentrum ist ^ B'B^' X C'C^\ Die aus entsprechenden 
Punkten dieser Perspektiven Reihen auf a und a^ an k gelegten 
Tangenten schneiden auf /; entsprechende Punkte der gegebenen 
Reihen aus. Die Koinzidenz tritt ein fftr die beiden aus an den 
Kreis k gelegten Tangenten u und r; diese schneiden also auf// die 
gesuchten Doppelpunkte aus. Dieselben fallen in einen einzigen 
zusammen, wenn auf dem Hilfskreis k liegt; sie kommen in Weg- 
fall, wenn im Inneni desselben liegt. 

Man hätte die Aufgabe auch auf die vorhergehende zurück- 
führen können, indem man die beiden Punktreihen auf /; durch zwei 
Strahlbüschel aus einem Punkte S projiziert hätte. Die Doppel- 
strahlen dieser Büschel würden dann die Doppelpunkte der gegebenen 
Reihen ausgeschnitten haben. 

Um die Gegenpunkte G^ und G^ der gegebenen Punktreihen zu 
finden, lege man an den Kreis ä di6 zu ^parallele Tangente ii?, bestimme 
zu ihren Schnittpunkten mit a und a^ die Perspektiven Punkte auf 
flj und a und ziehe aus den letzteren die Tangenten an k, welche 
ff in G^ und G^ treffen. 

47. Der Punktreihe auf einer Geraden und dem Strahlbüschel 
durch einen Punkt stellt man die Punktreihe auf einem Kegel- 
schnitt und den Tangentenbüschel an einem Kegelschnitt 
gegenüber. In den beiden letztgenannten Fällen bildet der Kegel- 
schnitt den Träger. 

Zwei Punktreihen auf einem Kegelschnitt heißen pro- 
jektiv, wenn sie aus einem und folglich aus allen Punkten des- 
selben durch projektive Strahlbüschel projiziert werden. Ebenso 
heißen zwei Tangentenbüschel an einem Kegelschnitt pro- 
jektiv, wenn sie auf einer und mithin auf allen Tangenten desselben 
projektive Punktreihen ausschneiden. Ferner nennt man zwei Punkt- 
reihen oder zwei Tangentenbüschel eines Kegelschnittes involu- 
torisch, wenn sie mit einem beliebigen Punkte resp. auf einer be- 
liebigen Tangente desselben involutorische Strahlbüschel oder Punkt- 
reihen bestimmen. 

Nach 11 gilt der Satz: Jede Punktreihe auf einem Kegel- 
schnitt ist projektiv zu dem Tangentenbüschel, dessen 
Tangenten ihn in den entsprechenden Punkten der Reihe 
berühren. Beachtet man, daß hiemach zu zwei projektiven Punkt- 
reihen auf einem Kegelschnitt zwei projektive Tangentenbüschel 
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gehören, und daß zwei projektive Reihen involutorisch liegen, wenn 
ein Vertauschbares Entsprechen zwischen ihren Punkten stattfindet, 
so ergibt sich ein neuer Satz: Bilden auf einem Kegelschnitt 
die Punktepaare AA^, SSi> CC^, . . . eine Involution, so gilt 
das gleiche von den Tangentenpaaren aa^, bb^, cc^y . . ., 
deren Berührungspunkte jene sind. 

48. Die Verbindungslinien der Punktepaare ÄÄ^, BB^, 
CC^, . . . einer auf einem Kegelschnitte liegenden Involution 
gehen durch einen Punkt JKJ den Mittelpunkt der Involution 
(Fig. 25). Zunächst ist aus 
224 Bd. I bekannt, dß,ß zwei 
Paare entsprechender Punkte 
genügen, um die Involution 
festzulegen. Die vier Punkte Ä, 
B^, Cy C^ des Kegelschnittes 
sind projektiv zu den ihnen 
involutorisch entsprechenden 
Punkten A^^By C^, C. Folglich 
ist auch der Strahlbüschel 
B {A, B^y Cy Cj) projektiv zu 
dem Büschel A {A^, B, C^, C) 
und nach 190 Bd. I projektiv 
zu dem Büschel A {B, A^, C, C^). 
Der erste und dritte Büschel 
haben den Strahl BA ent- 
sprechend gemein, sie sind so- 
mit perspektiv; folglich liegen 
die Punkte AA^x BB^ = M, C und C^ auf einer Geraden, oder die Ge- 
raden AA^y BB^y CC^ gehen durch einen Punkt M (vergl. 234 Bd. I). 

49. Sind nun a, a^, b, b^, c, c^, . . . die Tangenten des Kegel- 
schnittes k in den Punkten A, A^, B, JS^, C, Cp . . . der vorhin be- 
trachteten Involution, so bilden sie die Paare einer Involution von 
Tangenten an demselben. Zugleich sind, die Punkte axa^, bxb^y 
c X Cj, . . . die Pole der Verbindungslinien AA^, BB^y CC^y ... in 
bezug auf den Kegelschnitt. Da letztere durch einen Punkt M 
gehen, liegen erstere auf seiner Polare m, daher gilt der Satz: 




Fig. 25. 



Sind 



bb^y CC^y 



die Paare einer Involution von 



Tangenten an einem Kegelschnitt, so liegen ihre Schnitt- 
punkte auf einer Geraden tw, der Achse der Involution. 

50. Ist eine Strahleninvolution mit dem Scheitel S durch 
zwei Paare a und a^, b und b^ sich vertauschbar entsprechender 

RoHN u. Fappbbitz. III. 3. Aufl. 3 
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Strahlen gegeben, so kann man nach 234 u. 235 Bd. I: erstens zu 
einem gegebenen Strahle c den entsprechenden Cj, zweitens 
das Paar rechtwinkliger Strahlen, drittens die Doppelstrahlen 
der Involution konstruieren. 

Ist eine Involution von Punkten auf einer Geraden (/ 
durch zwei Paare Ä und A^, B und B^ sich vertauschbar entsprechen- 
der Punkte gegeben, so kann man nach 224, 232 u. 233 Bd. I: 
erstens zu einem gegebenen Punkt C den entsprechenden (7^, 
zweitens den Mittelpunkt und drittens die Doppelpunkte der 
Involution konstruieren. 

Man kann jedoch auch den folgenden Weg einschlagen. Man 
lege an den Träger g der Involution einen berührenden Kreis ä; seine 



JP 



.r^^i 



^3r 













Fig. 26. 

durch die gegebenen Punkte verlaufenden Tangenten a und a^, h und 
h^ bestimmen eine Involution von Tangenten (Fig. 26). Die Achse j) 
derselben ergibt sich als Verbindungslinie von J^ = a x Oj mit 
Bf^ = b X hy Je zwei Tangenten c und c^ des Hilfskreises, die sich 
in einem Punkte C*, von p treffen, schneiden auf g entsprechende 
Punkte C und C^ aus. Der zu g parallelen Tangente m^ entspricht 
auf gleiche Weise die den Mittelpunkt M der Involution enthaltende 
Tangente m. Endlich entsprechen die Tangenten u und v in den 
Schnittpunkten des Kreises mit der Achse p sich selbst . und be- 
stimmen daher auf g die Doppelpunkte U und V der Involution. 

Auch läßt sich die ganze Aufgabe auf die vorhergehende zurück- 
führen, indem man die Punktinvolution aus einem beliebigen Punkt 
durch eine Strahleninvolution projiziert. 
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61. Wir wenden uns jetzt zu den am Anfang dieses Abschnittes 
erwähnten Aufgaben über Kegelschnitte. 

Es sollen die Schnittpunkte einer Geraden^ mit einem 
Kegelschnitte k gefunden werden, von dem man fünf Punkte 
J, B, C,A^ kennt. Zwei 
den Kegelschnitt erzeu- 
gende projektive Strahl- 
büschel sind z. B. durch 
die von Ä und B nach 
den Punkten C, B, E lau- 
fenden Strahlen gegeben; 
sie schneiden auf der Ge- 
raden g zwei projektive 
Punktreihen C^,B^, E^ und 
63, B^, E^ auS', deren Doppelpunkte U und V sich nach 46 bestimmen 
lassen. Dann sind AU und BU — und ebenso ÄV\mA BF — ent- 
sprechende Strahlen der vorher genannten projektiven Strahlbüschel, 
ihre Schnittpunkte U und F liegen also auf dem Kegelschnitt und 
sind die gesuchten Schnittpunkte von g und k (Fig. 27). Zur Lösung 
unserer Aufgabe ist demnach ein Verzeichnen des Kegelschnittes selbst 
nicht erforderlich (vergl. auch 57). 





Fig. 28, 



52. Analog wird die Aufgabe behandelt: Aus einem Punkte 
S die Tangenten an einen Kegelschnitt k zu ziehen, von 
dem man fünf Tangenten a, b, c, d, e kennt. Die Schnittpunkte 

3* 
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zweier der gegebenen Tangenten, z. B. a und b, mit den drei übrigen, 
c, d und e, bilden die erzeugenden Punktreihen van k und bestimmen 
mit S als Scheitel zwei projektive Strahlbüschel, deren Doppelstrahlen 
u und V die gesuchten Tangenten sind. Hier wie dort können sich 
je nach der Lage von g und S gegen den Kegelschnitt zwei ge- 
trennte, zwei vereinte oder keine Doppelelemente als Lösung ergeben. 
68. Die Polare eines Punktes P in bezug auf einen 
durch fünf Punkte ABC3E gegebenen Kegelschnitt k wird 
konstruiert, indem man P mit zweien der Punkte, etwa Ä und E, 
verbindet und auf den erhaltenen Strahlen die zweiten Schnittpunkte 
F und G mit k aufsucht. Letzteres geschieht mit Hilfe des Pas- 
cal' sehen Satzes (vergl. 13). Dann verbindet die Polare p von P 
nach 25 Gf die beiden Punkte AE x FG =. q und AGx EF^R 
(Fig. 28). 

54« Analog konstruiert man den Pol einer Geraden p in 
bezug auf einen durch fünf Tangenten bestimmten Kegel- 
schnitt ä. Man schneide 
nämlich p mit zweien 
der Tangenten, etwa a 
und e, und ziehe aus 
diesen beiden Schnitt- 
punkten die noch fehlen- 
den Tangenten f und g 
an Ä, was nach 18 mit 
Hilfe des Brianchon'- 
schen Satzes geschieht 
(Fig. 29). Dann gehen 
die Verbindungslinien 
q von a X e und f X g, 
sowie r von a X g und e X f durch den gesuchten Pol P von p 
[pqr ist Polardreieck nach 26). 

65« Wenn man zu einem in gegebener Richtung unendlich 
fern liegenden Punkte P die Polare p in bezug auf den Kegelschnitt 
durch die fünf Punkte ABC DE konstruiert, so bildet p einen 
Durchmesser desselben. Ist femer P^ der unendlich ferne Punkt 
des Durchmessers p und p^ seine Polare, so bestimmen p und p^ 
den Mittelpunkt M des Kegelschnittes und sind konjugierte 
Durchmesser (38). Zwei Paare konjugierter Durchmesser p und 
p^, q und q^ bilden im Mittelpunkt Jlf zwei Strahlenpaare einer In- 
volution, deren Doppelstrahlen u, v die Asymptoten und deren 
rechtwinkliges Strahlenpaar x, y die Achsen des Kegelschnittes 




Fig. 29. 
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ergeben (41). Hiernach können die genannten Elemente aus fünf 
gegebenen Punkten eines Kegelschnittes konstruiert werden, ohne 
daß dieser vorher selbst verzeichnet werden müßte. Die Endpunkte 
der Achsen ergeben sich nach 60. 

Die erforderlichen zwei Paare konjugierter Durchmesser werden am 
einfachsten folgendermaßen 
gefunden. Man konstruiere, „ /^ 

ausgehend von den fünf ge- ^X..^-^""' 'J-^^-'^yf^' 

gebenen Punkten ABC DE ^^^^^c..^- - - ■ '1?^\^ 

den zweiten Endpunkt F der ^^^/^^^äS^^!^^^^ ' P ^ 

Kegelschnittsehne AF\\BC ^'^^'^^ 

und ebenso den zweiten End- ' s^-^^V '*K^/y^^^^^^^^^ 

punkt G der Sehne BG\\AE, ^^y''^^^-^^^ 

(Diese Konstruktion, bei der p /^^ A 

man sich des Pascal'schen ^ 

Satzes bedienen kann, ist in j^ig. so. 

Fig. 30 als bereits vollzogen 

angenommen). Bei dem vollständigen Viereck AßCF schneiden sich 

die zwei Paar nicht parallelen Gegenseiten in zwei Punkten eines 

Durchmessers p. Ebenso liefert das vollständige Viereck ABGE 

einen Durchmesser q, der durch die Schnittpunkte der nicht parallelen 

Gegenseiten geht. Die zu p und q konjugierten Durchmesser p^ 

und jj sind zu BC und AE resp. parallel (38). 

56. Man kann die soeben behandelte Aufgabe auch in der 
Weise lösen, daß man nach 22 oder 23 zu dem Kegelschnitt durch 
die fünf Punkte ABCDE einen Perspektiven Kreis zeichnet, Achse 
und Verschwindungslinie der Perspektive bestimmt und zu letzterer 
den Pol in bezug auf den Kreis sucht. Diesem Pol entspricht der 
Mittelpunkt des zum Kreise Perspektiven Kegelschnittes. Zugleich 
liefern je zwei Geraden durch den Pol, die harmonische Polaren 
ia bezug auf den Kreis sind, als Perspektive Bilder zwei konjugierte 
Durchmesser des Kegelschnittes samt ihren Endpunkten. Man hat 
nach 38 nur ein Polardreieck des Kreises zu suchen, dessen eine 
Seite die Verschwindungslinie ist und dasselbe perspektiv abzubilden. 

Ist die Kurve eine Hyperbel, so kann man mittels des zu ihr 
Perspektiven Kreises nach 226 Bd. I auch ihre Asymptoten und 
Achsenendpunkte zeichnen. Ist sie dagegen eine Ellipse, so liefert 
ein zu ihr affiner Kreis (15 Bd. I oder 24 Bd. III) die Achsen und 
ihre Endpunkte. 

67. Ist der Kegelschnitt durch fünf Tangenten aÄc6?e gegeben, 
so findet man ein Paar konjugierter Durchmesser p und p^ und 
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Fig. 81. 



damit den Mittelpunkt 3f, wie folgt. Man konstruiere mittels des 
Brianchon'schen Satzes zu zweien der gegebenen Tangenten die 

Paralleltangenten des 
Kegelschnittes , etwa 
f\\a, g\\e (Fig. 31). 
(Beim Sechsseita/VrfcÄ 
schneiden sich die 
Verbindungslinien von 
exd und a X ä, sowie 
von fxa und c X rf, 
d. h. die Parallele zu a 
durch c X dy in einem 
Punkte, durch den auch 
die Verbindungslinie 
von € X f und c X b 
geht). Die Diagonalen des dem Kegelschnitt umgeschriebenen Parallelo- 
grammes afge bilden einPaaCr konjugierter Durchmesser jt? undf^ (42) 
Verbindet man die Schnittpunkte der parallelen Tangenten e und g 
und einer beliebigen weiteren Tangente d mit My so erhält man nach 42 
ein zweites Paar konjugierter Durchmesser. Aus beiden Paaren können 
wiederum die Achsen des Kegelschnittes und — falls eine Hyperbel 
vorliegt — die Asymptoten abgeleitet werden. Auch kann man ver- 
möge der Involution 
der konjugierten 
Durchmesser zu je- 
dem Durchmesser 
den konjugierten fin- 
den, und ist der 
erstere zu einer Tan- 
gente parallel, so geht 
der letztere durch 
ihren Berührungs- 
punkt. 

58. um auf 
einer gegebenen 
Geraden g die In- 
volutionharmoni- 
scher Pole des 
Kegelschnittes 
ABC DE zu kon- 
Fig. 32. struieren, hat man 
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zu zwei beliebigen Punkten von f/, etwa P auf CD und Q auf CB, 
die Polaren p und q nach 53 zu suchen. Diese schneiden ff in 
den konjugierten Polen P^ und Q^ zu P und Q; sie schneiden sich 
außerdem gegenseitig in S, dem Pol von ff (Fig. 32). Die Doppel- 
strahlen von V und v der Involution harmonischer Polaren, 
die durch die Paare SP = p^, ÄP^ = p und SQ = y^ S'Qi = q be- 
stimmt ist, sind die Tangenten des Kegelschnittes in seinen 
Schnittpunkten U und r mit der Geraden ff. Sie können 
mittels eines Hilfskreises durch S nach 235 Bd. I gezeichnet werden. 
Analog kann man verfahren, um die Involution harmonischer 
Polaren des Kegelschnittes abcde an einem gegebenen 
Scheitel 8 zu konstruieren. Man erhält zugleich auf der Polare ff 
von 8 die Involution der konjugierten Pole. Die Doppelelemente 
bilden die Tangenten des Kegelschnittes aus dem Punkte 8 resp. die 
Schnittpunkte mit der Geraden ff. 

Hiernach finden die früher behandelten Aufgaben: Die Schnitt- 
punkte einer Geraden mit einem Kegelschnitt ABCDE zu 
finden, und: aus einem Punkt die Tangenten an einen 
Kegelschnitt abcde zu legen eine abermalige Lösung. Zugleich 
ergeben sich im ersten Fall zu den Schnittpunkten die zugehörigen 
Tangenten und im letzten Fall zu den Tangenten die zugehörigen 
Berührungspunkte. 

69. Eng verwandt mit diesen letzten Aufgaben sind auch die 
beiden folgenden. Von einem Punkte 8 sollen die beiden 
Tangenten an den Kegelschnitt ABCDß gelegt werden. Man 
bestimme auf 8Ä und 8B die weiteren Kegelschnittpunkte Pund H\ 
dann liegen die Punkte P = ^if x PP und P^ = ^P X Pif auf der 
Polare g von 8 und bilden ein Paar harmonischer Pole. Ebenso 
schneiden CB und CH nach 33 ein Paar harmonischer Pole Q und 
Q^ auf ff aus (zugleich ist P^^ x ÄQ = / ein neuer Kurvenpunkt). 
Die Punktepaare PP^ und QQ^ bestimmen eine Involution und ihre 
Doppelpunkte sind die Berührungspunkte der gesuchten Tangenten. 
Eine Gerade ff sei mit dem Kegelschnitt abcde zu 
schneiden. Man lege aus den Punkten ff X a und ff X b die 
weiteren Tangenten f und h an den Kegelschnitt; dann schneiden 
sich die Geraden p und p^, die a x A und b x f resp. a x b 
und f X h verbinden, in dem Pol 8 von ff und bilden ein Paar har- 
monischer Polaren. Ebenso erhält man ein Paar harmonischer Polaren 
q und q^, wenn man 8 mit c x b und c x h verbindet. Die Strahlen- 
paare pp^ und qq^ bestimmen eine Involution, deren Doppelstrahlen 
den Kegelschnitt berühren und zwar in ihren Schnittpunkten mit ff. 
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60. Auch die Endpunkte einer Achse bestimmt man mittels 
der Involution harmonischer Pole auf ihr. Der Mittelpunkt jlf des 
Kegelschnittes ist zugleich Mittelpunkt dieser Involution, da ihm die 
unendlich ferne Gerade als Polare zugehört. Sind A und B zwei 
Punkte des Kegelschnittes, so gehören ihm auch die in bezug auf 

eine Achse symmetrischen Punkte J^ 
und B^ an, und es bilden AB^x BA^ 
= P und AB X A^B^ ^ P^ ein 
Punktepaar der Involution, deren 
Doppelpunkte die Achsenendpunkte 
X und Xj sind. Nach 226 Bd. I gilt 
die Relation {MX)^ = MP.MP^, und 
hiemach sind die Punkte X und X^^ 
in Fig. 33 konstruiert. Man kann 
auch nach 233 Bd. I von P aus auf 
P^A ein Lot fällen; beide Linien be- 
stimmen auf der zweiten Achse eine Strecke, und ein über ihr als 
Durchmesser gezeichneter Kreis geht durch die Endpunkte X und X^ 
der ersten Achse. 

Sind vom Kegelschnitt zwei Tangenten a und ö gegeben und 

sind öj und b^ die in bezug auf 
eine Achse symmetrischen Tan- 
genten, so schneiden die Ver- 
bindungslinien von a X h mit 
flj X ij und von a X h^ mit 
a^X b zwei harmonische Pole P 
und Pj auf der Achse aus. Denn 
die Achse bildet mit den ge- 
nannten Verbindungslinien ein 
Polardreieck des Kegelschnittes 
nach 26. Die weitere Kon- 
struktion der Achsenendpunkte 
ist dann wieder wie vorher (Fig. 34). 
61. Um zu entscheiden, 
welche Art von Kegelschnitt 
zwei projektive Strahlbüschel er- 
zeugen, beachte man, daß ein unendlich femer Punkt desselben nur 
erhalten wird, wenn zwei entsprechende Strahlen der erzeugenden 
Büschel zueinander parallel laufen. Verschiebt man den einen Strahl- 
büschel parallel mit sich selbst, bis sich sein Scheitel mit dem des 
andern deckt, so kommen auch die sich entsprechenden Parallelstrahlen 
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zur Deckung. Daher folgt: Zwei projektive Strahlbüschel in 
schiefer Lage erzeugen eine Hyperbel, Parabel oder Ellipse, 
je nachdem sie — durch Parallelverschiebung an einem 
Scheitel vereinigt — zwei getrennte, zwei vereinte oder keine 
Doppelstrahlen bestimmen. Die Anwendung dieses Kriteriums ist 
nur bei gleichlaufenden Büscheln erforderlich, zwei entgegenlaufende 
Büschel erzeugen offenbar stets eine Hyperbel. 

62. Zwei projektive Punktreihen erzeugen eine Parabel, wenn 
sich ihre unendlich fernen Punkte entsprechen, oder wenn sie ähn- 
lieh sind; denn alsdann ist die unendlich ferne Gerade als Ver- 
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bindungslinie entsprechender Punkte eine Tangente des entstehenden 
Kegelschnittes. 

Zur Bestimmung eines Kegelschnittes seien zwei (nicht ähnliche) 
Punktreihen g und h gegeben; ihre unendlich fernen Punkte seien 
U^ und F. Man konstruiere die Gegenpunkte U und F^, sowie die 
dem Schnittpunkte G^ = H der Träger entsprechenden Berührungs- 
punkte G und iTj und ziehe die Parallelen ä' und h", g und g" resp. 
zu h und g (Figg. 35 und 36). Zwei parallele Tangenten des Kegel- 
schnittes begrenzen in der Ebene einen Flächenstreifen, und der 
Kegelschnitt liegt entweder ganz innerhalb oder ganz außerhalb des- 
selben, je nachdem er eine Ellipse oder Hyperbel vorstellt. Denn 
beide Kurven sind geschlossen, sie müssen also entweder ganz inner- 
halb oder ganz außerhalb liegen, sonst würden sie den Eand des 
Streifens überschneiden. Daß wir es im ersten Fall mit der Ellipse, 
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im zweiten Fall mit der Hyperbel — die aus zwei Ästen bestellt — 
zu tun haben, ist evident. Die Tangenten gg'hh' bilden ein 
Parallelogramm, das die Ellipse umschließt, ihre Berührungspunkte 
liegen auf seinen Seiten. Bei der Hyperbel schließt das Parallelo- 
gramm der Tangenten gg' hh' die Kurve aus; ihre Berührungspunkte 
liegen auf den verlängerten Seiten desselben.] 

Zwei projektive Punktreihen in schiefer Lage erzeugen 
eine Ellipse oder Hyperbel, je nachdem in einer der Eeihen 
der Berührungspunkt zwischen ihrem Gegenpunkt und ihrem 
Schnittpunkt mit der andern Eeihe liegt oder nicht. Eine 
Parabel entsteht, wenn derGegenpunkt unendlich fern liegt. . 

Eine Reihe von metrischen Eigenschaften bei der Ellipse, 
Parabel und Hyperbel hat bereits im I. Bd. von 262—274 ihre 
Darlegung gefunden. Im Anschluß daran sind daselbst auch ver- 
schiedene Aufgaben konstruktiv behandelt worden. Hier mag es 
genügen auf jene Stellen hinzuweisen. 

63« Schon in einem früheren Abschnitt (22 und 23) sind Per- 
spektive Beziehungen zwischen einem beliebigen Kegelschnitt und 
einem Kreise hergestellt worden. Von der dort behandelten ebenen 
Perspektive kann man leicht zur räumlichen Perspektive übergehen, 
indem man den Kegelschnitt um die Perspektivitätsachse aus der 
gemeinsamen Ebene herausdreht. Hier erscheint dann der Kegel- 
schnitt als Kurve auf einem schiefen Kreiskegel. Es läßt sich aber 
zeigen, daß man durch jeden Kegelschnitt auch Rotationskegel legen 
kann und zwar unendlich viele. Umgekehrt lassen sich aus einem 
gegebenen Rotationskegel alle möglichen Ellipsen, Parabeln und 
Hyperbeln (die letzteren nur innerhalb gewisser Grenzen) ausschneiden, 
und dieser Frage wollen wir jetzt näher treten. 

Man soll aus einem gegebenen Rotationskegel eine 
Ellipse mit den vorgegebenen Halbachsen a und b aus- 
schneiden (a>^). 

Wir legen durch die Kegelachse / eine Ebene TT, Meridian- 
ebene, die den Kegelmantel in zwei Erzeugenden m und m^ schneidet 
(Fig. 37a); dabei sei der am Scheitel 8 gelegene Winkel l^mm^^a. 
Alle zur Meridianebene TT normalen Sehnen des Kegels werden von 
dieser aus Gründen der Symmetrie halbiert. Es gilt nun der Satz : 
Die Mittelpunkte aller zu einer Meridianeben^ normalen 
Sehnen des Rotationskegels, welche 'eine vorgeschriebene 
Länge 2b besitzen, liegen auf einer Hyperbel. Die Asym- 
ptoten sind die in der Meridianebene liegenden Erzeugen- 
den m und W2j, sie schneiden auf der Scheiteltangente die 
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Strecke 2b ab. Es möge ein beliebiger Punkt von TT sein, in 

dem die normale Sehne die Länge 2b aufweist, und ebenso sei L 

ein Punkt der Kegelachse Z mit einer normalen Sehne von der Lätige 

2 b. Zieht man femer durch O und Z Senkrechte zur Kegelachse 

und schneiden diese die Erzeugenden 

in M und M^ resp. in / und /j, so 

gelten die Relationen OM.OM^ = &'^ 

undZ/.i/jrsÄ^, da ja die normalen 

Kegelsehnen in und Z zugleich 

Sehnen der über den Durchmessern 

MMj^ und //j beschriebenen Kreise 

sind. Somit liegt auf einer 

Hyperbel h mit den Asymptoten m 

und wij und dem Scheitel Z. (Die 

Endpunkte aller zu TT normalen 

Sehnen von der Länge 2 b liegen 

auf zwei zu h parallelen Hyperbeln). 

Soll nun die in auf TT senk- 
rechte Kegelsehne JSB^ {= ^^) di^ 
kleine Achse einer Ellipse sein, so 
ist der Mittelpunkt ihrer großen 
Achse ^Jj, die von den Erzeugenden 
m und iWj begrenzt wird. Demnach 
muß ÄA^ die Hyperbel h in be- I*ig. 37. 

rühren. Die großen Achsen aller 

auf dem Eotationskegel liegender Ellipsen, deren kleine 
Achsen zur Meridianebene TT normal und von der Länge 2b 
sind, tangieren die genannte Hyperbel h in ihren Mittel- 
punkten. 

64. Diese Hyperbel h hat nach 268 Bd. I die Eigenschaft, daß 
SA . SA^ = 8J, S/j ist, oder daß die Dreiecke SAÄ^ und SJJ^ gleichen 
Flächeninhalt besitzen. Richtet man es insbesondere so ein, daß 
AAj^ die vorgeschriebene Länge 2a hat, so stellt AA^ die große 
Achse einer auf dem Kegel liegenden Ellipse e mit den vorgegebenen 
Halbachsen a und b dar. Diese Aufgabe erfordert die Konstruktion 
des Dreiecks SAA^, von dem man die Länge der Seite AA^^ den 
gegenüberliegenden Winkel a und den Inhalt (= a iS/Zj) kennt. In 
Fig. 37 b ist diese Konstruktion ausgeführt. Es ist AA^^ mit dem 
Mittelpunkt angenommen, dann ist die Höhe // des aSäA^ aus 
der Proportion h:8Z = ZJiOA abgeleitet (in den Dreiecken JJ^S 
und AJ^S verhalten sich die Grundlinien umgekehrt wie die Höhen). 
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Die Ecke S liegt also auf einer Parallelen zu AA^^ im Abstände /t 
und auf einem Kreise, der über der Sehne AA^ beschrieben ist und 
Z. c£ als zugehörigen Peripheriewinkel faßt. Trägt man nun noch 
die Strecken SA und 8A^ von S aus auf m und m^ auf, so ist AA^ 
die große Achse der gesuchten Ellipse e, deren Ebene auf TT senk- 
recht steht. In der Figur 37 a ist sie um AA^ in TT als e^ umgelegt. 
65« Ein Rotationskegel soll in einer vorgegebenen 
Parabel geschnitten werden. 

Wir nehmen wie vorher eine Meridianebene TT an, die aus dexa 

Kegel zwei Mantellinien m und m^ 
ausschneidet. Dann schneiden alle 
zu TT senkrechten Ebenen, deren 
Spurlinien in TT zu w (resp. m^) 
parallel sind, aus dem Kegel 
Parabeln aus. Die vorgegebene 
Parabel p ist durch die Eichtung 
ihrer Achse a, den Scheitel A auf 
ihr und einen ihrer Punkte B 
völlig bestimmt (Fig. 38 b). Man 
ziehe also (Fig. 38 a) zu m eine 
Parallele w, die auf m^ die Strecke 
SP = AO abschneidet, errichte in 
S auf l die Normale, welche w in Q 
trifft, und trage an Q die Strecke 
QR = OB senkrecht zu QS an. 
Dann bestimme man K auf SQ 
so, daß Z. SEK = 90 <> ist, und M^ 
auf m^ durch die Gerade Z^if^ |1 m- 
hierauf ziehe man senkrecht zu l 
die Gerade MM^, welche w in be- 
gegnet. DiezuTTsenkrechteEbene, 
deren Spur a durch und parallel zu m^ geht, schneidet aus dem 
Kegel die verlangte Parabel p aus. Ihr Scheitel A liegt nämlich 
in m X a und sie besitzt im Abstand AO eine zu a normale Sehne 
BB^ von der vorgeschriebenen Länge. Denn das Quadrat der halben 
Sehne ist gleich OM. OM^ = QS. QK = {QBf, wie verlangt. In der 
Figur ist die Parabel um a als p^ umgelegt. 

66. Einen Eotationskegel in einer vorgeschriebenen 
Hyperbel zu schneiden. 

Die Hyperbel h ist durch den Winkel 6 ihrer Asymptoten und 
die Größe 2 a ihrer reellen Achse der Gestalt nach völlig bestimmt. 
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Man gehe nun wieder von einer Meridianebene TT und den beiden Er- 
zeugenden m und Wj in ihr aus (z. mm^ = ä) (Fig. 39). Schneidet eine 
zu TT normale Ebene E den Kegel in einer Hyperbel, so schneidet 
eine zu ihr parallele Ebene durch die Kegelspitze 8 ein Paar Mantel- 
linien u und t> aus. Auf ihnen 
liegen die unendlich fernen 
Punkte der Hyperbel, d. h. sie 
sind zu deren Asymptoten 
parallel. Soll also E die ver- 
langte Hyperbel h ausschnei- 
den, so müssen u und v den 
Winkel 6 miteinander ein- 
schließen. Das ist aber nur 
dann möglich, wenn a^cc ist. 
um u und v zu finden, lege 
man einen Normalschnitt zur 
Kegelachse /, der m, m^, m, v 
resp. in den Punkten M, M^, 
U, V schneiden mag [SM 
^SM^=SU^8F). Dieser 
schneidet den Kegel in einem Kreis k, für den MM^ ein Durchmesser 
und Ur eine Sehne ist, und es gilt die Relation fFM. WM^ = [WUf, 
{}F= UV X MM^). WU ist aber die halbe Basis des gleichschenk- 
ligen Dreiecks SUV, das sich aus der Länge seiner Schenkel [=^SM) 
und dem Winkel 6 an seiner Spitze zeichnen läßt, so daß sich daraus 
auch der Punkt U auf k ergibt (in der Figur sind k und V in der 
ümlegung k^ und V^ gezeichnet) und dann der Punkt W auf MM^. 
Trägt man noch 2Mi 8JF die Strecke 8T ^ 2a auf und zeichnet das 
Parallelogramm STAA^, dessen Ecken A und A^ auf m resp. m^ 
liegen, so ist AA^ der Lage und der Länge nach die reelle Achse 
der gesuchten Hyperbel k. In der Figur ist die um AA^ um- 
gelegte Hyperbel h^ angegeben. 
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Gesetz der Dualität. Reziprokalfiguren in bezug auf einen Kegel- 
schnitt. Aufgaben zweiten Grades, imaginäre Lösungen. 

67. In den vorausgehenden Entwicklungen weist die öfters 
bemerkbare paarweise Gegenüberstellung von Sätzen auf ein all- 
gemeines geometrisches Gesetz hin, welches sowohl die ebenen wie 
die räumlichen Figuren beherrscht: das Gesetz der Dualität.^) 
Seine Bedeutung besteht darin, daß aus jedem synthetisch-georaetri- 
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sehen Satze sofort ein anderer abgeleitet werden kann, indem man 
gewisse sich entsprechende BegriflFe durch einander ersetzt. Es nimmt 
zwei verschiedene Formen an, je nachdem man Figuren in der Ebene 
oder im Räume betrachtet. 

68. In der Ebene bilden der Punkt und die Gerade 
die sich dual entgegenstehenden Begriffe, weil beide für die 
Zusammensetzung der ebenen Grebilde als Elemente betrachtet werden 
können und weil die hierbei allein zur Geltung kommenden Grund- 
gesetze: 

Zwei Punkte bestimmen Zwei Gerade bestimmen 
eine Gerade; einen Punkt; 

durch Vertauschung beider Begriffe auseinander hervorgehen. Dem- 
nach entsprechen allen Punkten einer Geraden (einer Punktreihe) alle 
Gerade durch einen Punkt (ein Strahlbüschel), einem vollständigen 
Viereck mit seinen sechs Seiten ein vollständiges Vierseit mit seinen 
sechs Ecken, also vier harmbnischen Punkten vier harmonische 
Strahlen, Perspektiven resp. projektiven Punktreihen Perspektive 
resp. projektive Strahlbüschel, dem Kegelschnitt als Erzeugnis 
projektiver Strahlbüschel ein Kegelschnitt als Erzeugnis projektiver 
Punktreihen, den Punkten des ersteren also die Tangenten des 
letzteren, einem PascaFschen Sechseck ein Brianchon'sches Sechs- 
seit u. s. f. 

69. Im Räume bilden der Punkt und die Ebene dual 
entgegengesetzte Begriffe, der geraden Linie entspricht 
wieder eine gerade Linie. In der Tat lassen die für die Zu- 
sammensetzung der Raumgebilde aus diesen Elementen geltenden 
Grundgesetze die Vertauschung der als dual bezeichneten Be- 
griffe zu. Es sind diese: 

Zwei Punkte bestimmen Zwei Ebenen bestimmen 
eine Gerade; eine Gerade; 

Drei Punkte bestimmen Drei Ebenen bestimmen 
eine Ebene, wenn sie nicht einen Punkt, wenn sie nicht 
auf einer Geraden liegen; durch eine Gerade gehen. 

Einfache Beispiele dualer Sätze sind die folgenden: 

Beliebig viele Gerade liegen Beliebig viele Gerade gehen 

in einer Ebene,' wenn je zwei durch einen Punkt, wenn je zwei 

einen, aber nicht alle denselben eine, aber nicht alle dieselbe 

Punkt gemein haben. Verbindungsebene haben. 
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Eine gemeinsame Sekante dreier Eine gemeinsame Sekante dreier 
windschiefer Geraden ist die windschiefer Geraden, ist die Ver- 
Schnittlinie der Verbindungs- bindungslinie der Schnittpunkte, 
ebenen, die ein Punkt der ersten die eine Ebene durch die erste 
mit jeder der beiden andern be- mit jeder der beiden andern be- 
stimmt, stimmt. 

70. Dem Gesetz der Dualität sind nur die Eigenschaften 
der Figuren unterworfen , die reine Lagebeziehungen ihrer 
Elemente ausdrücken und folglich durch Projektion nicht zerstört 
werden (projektive Eigenschaften). Die an den Figuren stattfindenden 
metrischen Eelationen unterliegen jenem Gesetz nicht, weil sie 
Begriffe enthalten, für die wir dual entgegengesetzte nicht haben, 
nämlich den Begriff der Strecke und den des Winkels. Beispiels- 
weise entspricht zwar der Konstruktion der Doppelstrahlen zweier 
involutorischer Büschel (50) durch Dualität die Konstruktion der 
Doppelpunkte zweier involutorischer Reihen (50), aber dieses Ent- 
sprechen erstreckt sich nicht auf die Bestimmung des Rechtwinkel- 
paares der Strahleninvolution und die des Mittelpunktes der Punkt- 
involution. 

71. Duale Figuren in der Ebene können insbesondere, die 
eine aus der andern, nach einem bestimmten Gesetz abgeleitet 
werden; man bezeichnet es als das Gesetz der Reziprozität in 
bezug auf einen Kegelschnitt und nennt letzteren die Direktrix 
(den Leitkegelschnitt) der Reziprozität. Denkt man sich 
nämlich zu allen Punkten und Geraden einer ebenen Figur g^ die 
Polaren und Pole in bezug auf einen gegebenen Leitkegelschnitt k 
konstruiert, so bilden diese eine duale Figur %^, von der man rück- 
wärts auf die gleiche Art wieder zu der Anfangsfigur g^ gelangt. 
5j und §2 heißen polarverwandte oder Reziprokalfiguren in 
bezug auf die Direktrix L Jeder Punktreihe der einen Figur ent- 
spricht ein mit ihr projektiver Strahlbüschel der andern und um- 
gekehrt (31); projektiven und speziell involutorischen Reihen der 
einen Figur entsprechen projektive, bezw. involutorische Büschel der 
andern u. s. f. 

73. Als Beispiel führen wir an, daß man die drei Kegelschnitt- 
gattungen als Reziprokalfiguren eines Kreises k^ in bezug auf einen 
andern Kreis h als Direktrix erhält. Indem man sich k^ durch 
zwei projektive (kongruente) Strahlbüschel erzeugt denkt, ergibt sich 
für die Reziprokalkurve eine Erzeugung durch zwei projektive 
Punktreihen; sie ist daher jedenfalls ein Kegelschnitt k^. Den 
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Punkten und Tangenten von k^ entsprechen die Tangenten und 
Punkte von k^. Nun gehört zu dem Zentrum M des Leitkreises k 
als Polare in hezug auf k die unendlich ferne Gerade, femer gehören 
zu den Punkten A und B von k^, deren Tangenten durch M gehen, 

als Polaren in hezug 
auf Ä zwei Gerade a 
undb{a±AM,b±BM). 
Da Ä und £ auf k^ 
' liegen, so sind a und ö 
Tangenten von k^, und 
da die zu Ä und B 
gehörigen Tangenten 
durch M gehen, so 
liegen die Berührungs- 
punkte von a und b 
mit Äg unendlich fern ; 
d. h. a und b sind die 
Asymptoten von k^ 
(Fig. 40). Ein,er ge- 
meinsamen Tangente 
von Äj und k gehört als Polare ihr Berührungspunkt mit k zu; durch 
diesen Punkt geht also k^ hindurch. Nach dem Gesagten ist er- 
sichtlich, daß die Eeziprokalkurve eine Hyperhel, Parabel oder Ellipse 
ist, je nachdem das Zentrum M des Leitkreises k außerhalb, auf oder 
innerhalb der Peripherie des gegebenen Kreises k^ liegt. 

73. Eine Konstruktion, die nur gerade Linien benutzt, 
heißt linear; ihr Resultat ist unzweideutig bestimmt. Bei allen 
Aufgaben, die nur eine bestimmte Lösung zulassen, darf man um- 
gekehrt stets eine lineare Konstruktion erwarten; sie heißen Auf- 
gaben ersten Grades. Probleme dagegen, zu deren Lösung ein 
Kegelschnitt erforderlich ist, besitzen im allgemeinen zwei Lösungen 
und heißen Aufgaben zweiten Grades; zu ihrer Konstruktion 
bedient man sich in der Eegel eines Kreises. Da die Gerade und 
der Kreis die einzigen Gebilde sind, die sich unmittelbar zeichnen 
lassen, so ist klar, daß man jede kompliziertere Aufgabe, soweit 
tunlich, auf solche vom ersten und zweiten Grade zurückzuführen 
suchen muß. Wir haben uns hier nur mit den letzteren zu be- 
schäftigen.®) 

74. Für alle Probleme zweiten Grades bilden die 
folgenden zwei die Grundlage: 
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die Schnittpunkte eines die Tangenten an einen 
Kegelschnittes (Kreises) mit Kegelschnitt (Kreis) aus 
einer gegebenen Geraden zu einem gegebenen Punkte zu 
bestimmen; bestimmen; 

sie stehen einander dual gegenüber und lassen sich unter einem gemein- 
samen Gesichtspunkte betrachten. Ihre Lösungen bilden nämlich bezw. 
dieDoppelpunkte derinvo- die Doppelstrahlen der 
lution harmonischer Pole, Involution harmonischer Po- 
welche der Kegelschnitt auf laren, welche der Kegel- 
der gegebenen Geraden be- schnitt an dem gegebenen 
stimmt; Punkte bestimmt. 

Die Fundamentalaufgabe lautet daher in allgemeinster Fassung so: 

Gegeben sind zwei projektive Punktreihen oder Strahl- 
büschel mit demselben Träger; man soll ihre sich selbst 
entsprechenden Elemente konstruieren. 

75. Denkt man sich die gegebenen Gebilde nach analytischer 
Methode durch Gleichungen zwischen den Koordinaten ihrer Punkte 
oder Geraden dargestellt, so wird jedes geometrische Problem ab- 
hängig sein von der Auflösung gewisser Gleichungen. Die uns vor- 
liegenden Aufgaben zweiten Grades im besonderen führen auf alge- 
braische Gleichungen zweiten Grades mit reellen Koeffizienten. Die 
drei möglichen Fälle, daß die betreffende Gleichung zweiten Grades, 
zwei reelle verschiedene, zwei reelle gleiche oder zwei konjugiert 
imaginäre Wurzeln hat, entsprechen genau denen, wo sich auf 
konstruktivem Wege zwei getrennte, vereinte oder keine die Auf- 
gabe befriedigenden Elemente finden lassen. Die nicht konstruier- 
baren, sondern nur analytisch definierten Lösungen werden aus 
Zweckmäßigkeitsgründen auch in -der synthetischen Geometrie mit- 
gezählt als imaginäre geometrische Elemente. 

Indem wir es als selbstverständlich ansehen, daß die beiden 
Lösungen einer Aufgabe zweiten Grades reell oder konjugiert imagi- 
när sein, bezw. durch Koinzidenz eine besondere reelle Lösung be- 
stimmen können, wird es überflüssig, dies bei den einzelnen Sätzen 
ausdrücklich hervorzuheben. Wir sagen also z. B. : 

Je zwei projektive Grundgebilde (Ebenen-, Strahl- 
büschel oder Punktreihen) mit einerlei Träger bestimmen 
zwei Doppelelemente (sich selbst entsprechende Elemente). 

Auf jeder Geraden der Durch jeden Punkt der 
Ebene liegen zwei Punkte Ebene gehen zwei Tangen- 
eines gegebenen Kegel- ten eines gegebenen Kegel- 
schnittes, Schnittes. 

RoHK u. Pappbbitz. in. 3. Aufl. 4 
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76. Konstruktiv sind nur reelle geometrische Elemente ver- 
wendbar; wenn trotzdem von einer Konstruktion aus imaginären 
Elementen gesprochen wird, so ist dies nur eine abgekürzte Aus- 
drucksweise. Man sieht dann nur reelle Elemente als gegeben an, 
die durch ihre Beziehung zueinander die imaginären ersetzen. 

2wei konjugiert imaginäre Zwei konjugiert imaginäre 
Punkte werden durch hin- Strahlen werden durch hin- 
reichend viele reelle Punkte- reichend viele reelle Strah- 
paare gegeben, die auf der lenpaare gegeben, die andern 
reellen Verbindungslinie reellen Schnittpunkt zwei 
zwei projektive (involuto- projektive (involutorische) 
rische) Punktreihen mit den Strahlbüschel mit den ge- 
gedachten Punkten als Dop- dachten Strahlen als Dop- 
pelelementen bestimmen. pelelementen bestimmen. 

Zwei konjugiert imaginäre Punkte liegen also stets auf einer 
reellen Geraden und können auf dieser durch zwei Punktepaare einer 
gleichlaufenden Involution als deren Doppelpunkte definiert werden. 
Sie liegen also zu beiden Punktepaaren harmonisch (223 Bd. I). 
Ein Punktepaar, das gleichzeitig zu zwei gegebenen Punkte- 
paaren einer Geraden harmonisch liegt, ist konjugiert 
imaginär, wenn die gegebenen Paare sich gegenseitig 
trennen; in allen übrigen Fällen ist es reell. Ein gleicher Satz 
gilt infolge der Dualität für konjugiert imaginäre Strahlen. 

Die auf die vorstehenden Definitionen sich gründende Ausdrucks- 
weise bietet außer ihrer Kürze den weiteren Vorteil, daß der Zu- 
sammenhang gewisser Sätze untereinander deutlicher erkennbar wird* 
Im folgenden sollen einige Konstruktionen und Sätze nebst ihren 
dualen als Beispiele hierfür behandelt werden. 

77. Zwei Punktepaare, die harmonisch liegen, sind ent- 
weder beide reell, oder die Punkte des einen sind reell, die 
des andern konjugiert imaginär; dagegen können nicht beide 
Paare aus konjugiert imaginären Punkten bestehen. Bildet 
das erste Paar — mag es nun reell oder imaginär sein — die Doppel- 
punkte einer Involution, so stellt das zweite Paar zwei sich ent- 
sprechende Punkte dieser Involution dar (223 Bd. I). Nehmen wir die 
Involution auf einem Kreise k an (235 Bd. I) (falls sie auf einer Geraden 
liegt, projizieren wir sie aus einem Punkte durch eine Strahleninvo- 
lution und schneiden diese mit einem Kreise durch den Scheitel), so 
schneiden sich die Verbindungslinien entsprechender Punkte alle in 
einem Punkte M, dem Mittelpunkt der Involution. Liegt M außer- 
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halb k, so sind die Doppelpunkte der Involution reell und werden 
aus k durch die Polare m von M ausgeschnitten. Jeder Strahl 
durch M schneidet den Kreis in zwei zu den reellen Doppelpunkten 
, harmonisch liegenden Punkten. Diese letzteren können reell oder 
konjugiert imaginär sein; denn durch M gehen auch Strahlen, die 
den Kreis nicht in reellen Punkten schneiden. Liegt Jlf innerhalb k, 
so sind die Doppelpunkte der Involution konjugiert imaginär, denn 
die Polare m von M hat mit k keine reellen Punkte gemein. Jetzt 
schneidet jeder Strahl durch M den Kreis in zwei reellen Punkten, 
die zu den imaginären Doppelpunkten harmonisch liegen. Hieraus 
erkennt man auch, daß zwei Punktepaare auf einem Kegel- 
schnitt harmonisch liegen, wenn von ihren beiden Ver- 
bindungsliniön jede durch den Pol der andern geht. 

78. Sind drei Punktepaare so beschaffen, daß je zwei 
harmonisch liegen, so sind zwei von ihnen reell, die Punkte 
des dritten sind konjugiert imaginär. Denn nach dem voran- 
stehenden Satze müssen ihre drei Verbindungslinien, wenn die Punkte- 
paare auf einem Kegelschnitt liegen, ein Polardreieck bilden, da 
jede von ihnen die Pole der beiden andern enthalten muß. Eine 
Ecke eines Polardreiecks liegt aber immer innerhalb, die beiden 
andern liegen außerhalb des Kegelschnittes; zwei Seiten des Polar- 
dreiecks schneiden ihn deshalb in reellen, die dritte in konjugiert 
imaginären Punkten. 

Es seien zwei Involutionen von Punkten (oder Tangenten) auf 
einem Kegelschnitte k gegeben. Sind if und N ihre Mittelpunkte (48), 
m und n deren Polaren, also die Achsen der Involutionen, so be- 
stimmt m auf k die Doppelpunkte der einen, n die der andern In- 
volution und MN das gemeinsame Punktepaar. Letzteres wird 
imaginär, wenn die Gerade MN den Kegelschnitt nicht schneidet, 
also wenn ihr Pol m X n innerhalb liegt. In diesem Falle aber hat 
jede der Involutionen ein reelles Doppelpuuktepaar und die Punkte 
des einen trennen die des andern. Dieses Ergebnis überträgt sich 
auf Paare von Punktinvolutionen auf einer Geraden oder Strahlen- 
involutionen an einem Scheitel; denn um an ihnen die entsprechen- 
den Konstruktionen auszuführen, muß man, wie früher (234 Bd. I, 
50 Bd. III) angegeben wurde, zu Involutionen auf einem Hilfskegel- 
schnitt übergehen. Daher gilt allgemein der Satz: 

Zwei Involutionen auf demselben Träger haben ein 
Elementepaar gemeinsam, welches reell ist, sobald nicht 
beide Involutionen reelle Doppelelemente besitzen, die 
einander wechselseitig trennen; in letzterem Falle ist das 

4* 
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gemeinsame Paar imaginär. Das gemeinsame Paar liegt 
zu den Doppelelementen beider Involutionen harmonisch. 
Im besonderen können beide Involutionen ein Doppel- 
element gemein haben, das dann zugleich das gemeinsame 
Elementepaar darstellt. 

79. Zwei Punktinvolutionen S iind 3' auf zwei Geraden 
ff und ff' können in doppelter Weise durch die nämliche 
Strahleninvolution ausgeschnitten werden. Dazu ist nur 

nötig, daß zwei Strahlenpaare 
der Strahleninvolution aus den 
Geraden ff und ff' je zwei Punkte- 
paare der gegebenen Involutionen 
S resp. S' ausschneiden. Denn 
sowohl die Strahleninvolution als 
auch die Punktinvolutionen sind 
durch je zwei Elementepaare 
völlig bestimmt. Ist S durch 
die Punktepaare A, A^ und £, 
B^ gegeben und 3' durch die 
Punktepaare C\ C/ und I)\ D^\ 
so kann man zunächst zu dem 
Fig. 41. Punkte S = ff X ff' den ent- 

sprechenden Punkt 8^ in der 
Involution S ^^^ den entsprechenden Punkt S^ in der Involu- 
tion 3' zeichnen (224 Bd. I) (Fig. 41). Nun sind auf ff' die Punkt- 
reihen S, Ä/, C, C/, ... und Ä/, Ä, C/, C, ... projektiv, folglich 
sind es auch die Strahlbüschel, die sie aus den Punkten A resp. A^ 
projizieren. Schneiden wir beide Büschel mit der Geraden S^S^', so 
erhalten wir die projektiven Punktreihen /Sp 5/, P, Q, . . . und S^\ 
S^y Pj, Qj, . . . . In ihnen entsprechen sich die Punkte S^ und S^' 
vertauschbar; deshalb liegen sie involutorisch und es sind S^S^y PP^, 
QQ^ Punktepaare einer Involution S"- Zwei Strahlen durch A und 
A^, die ff' in entsprechenden Punkten von S' schneiden, liefern 
auch entsprechende Punkte von 3" ^^^ umgekehrt. Ist also ein 
Doppelpunkt der Involution 3"? so schneiden die Strahlenpaare OS, 
OS^, OAj OA^ sowohl auf ff Punktepaare von 3 als auch auf g' 
Punktepaare von 3' aus. ist somit der Scheitel einer Strahlen- 
involution, die aus g und ff' die gegebenen Involutionen 3 iind 3' 
ausschneidet. Gleiches gilt für den andern Doppelpunkt 0' von 3". 
80, Besitzen beide Involutionen 3 ^nd 3' reelle Doppelpunkte, 
so gehen ersichtlich je zwei ihrer vier Verbindungslinien durch 
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resp. 0\ Besitzen dagegen beide Involutionen 3S ^^^ S' konjugiert 
imaginäre Doppelpunkte, so enthält die Strecke S8^ einen Punkt 
des Paares AA^, etwa A, und die Strecke SS^' einen Punkt des 
Paares C'C^', etwa C\ Dann liegen die Schnittpunkte Q und Q^ 
von Sj/S/ mit AC^' resp. A^C beide auf der Strecke 5^5/ und die 
Involution S" l^^t wiederum reelle Doppelpunkte und 0\ Nur 
wenn eine der gegebenen Involutionen reelle und die andere imaginäre 
Doppelpunkte aufweist, wird das Punktepaar QQ^ durch einen der 
beiden Punkte S^ resp. iS/ getrennt und die Doppelpunkte von S" 
werden konjugiert imaginär. 

Zwei Punktinvolutionen auf verschiedenen Trägern 
werden dann (und zwar in doppelter Weise) durch die näm- 
liche Strahleninvolution projiziert, wenn sie entweder beide 
reelle, oder beide imaginäre Doppelpunkte besitzen. 

Das Prinzip der Dualität liefert noch den dualen Satz: Zwei 
Strahleninvolutionen mit verschiedenen Scheiteln werden 
dann (und zwar in doppelter Weise) von einer Geraden in 
der nämlichen Punktinvolution geschnitten, wenn sie ent- 
w^eder beide reelle, oder beide imaginäre Doppelstrahlen 
aufweisen. Auch die Konstruktion dieser Geraden geht aus der 
Dualität hervor. 

81. Ein Kegelschnitt ist konstruierbar aus drei reellen 
Punkten A, £, C und zwei konjugiert imaginären (d. h. der 
gleichlaufenden 
Involution seiner 
harmonischen Pole 
D^fD^ ^nd ^pJ^gauf 
einer Geraden ff). 

Man suche zu- 
nächst einen Punkt S 
so, daß SD^ JL SB^ 
und SJS^ JL SE^ wird, 
was mit Hilfe zweier 
Halbkreise über den 
Durchmessern DD^^ 
und HS^ geschieht. 
Dann ist S der Scheitel 
für eine Involution 
rechter Winkel, deren 
Schenkel auf ff die 







(Fig. 42). Sind femer B^ resp. 



Fig. 42. 

Involution harmonischer Pole ausschneiden 
C^ die Schnittpunkte der Strahlen 
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AB und AC mit g, sind endlich B^ resp. C^ die zu diesen Punkten 
gehörigen harmonischen Pole, so bestimmen die Strahlen B^B und 
C^C den zweiten Schnittpunkt A* der durch A gehenden harmonischen 
Polare h zu g (vergl. 33). Die Verbindungslinien irgend zweier har- 
monischer Pole (jDj und JDg, J?j und J^g* • • •) ^^ ^ ^^^ ^' (oder 
mit ^' und A) ergeben neue Punkte [D und I)\ E und -B', . . .) des 
gesuchten Kegelschnittes. Die Punkte Aj B, C, D, Ej . . . bilden 
mit A\ B', C, D'f W . . . eine Involution auf dem Kegelschnitt, 
deren Achse g und deren Mittelpunkt ihr Pol G ist (48, 49). 

Das Prinzip der Dualität ergibt unmittelbar die Lösung des 
Problems: Aus drei reellen Tangenten a, b, c und zwei kon- 
jugiert imaginären (d. h. der gleichlaufenden Involution 
seiner harmonischenPolaren an einem gegebenen Scheitel S) 
einen Kegelschnitt zu konstruieren. 

82. Ein Kegelschnitt ist bestimmt durch einen reellen 
und zwei Paare konjugiert imaginärer Punkte (die durch 

die gleichlaufen- 
den Involutionen 
harmonischer Pole 
auf zwei Geraden g 
und A vertreten 
werden). 

Auf jeder der 
beiden Geraden g und 
h müssen zwei Paare 
harmonischer Pole ge- 
geben sein. Man kann 
dann zu P = ^ x A so- 
wohl auf g den har- 
monischen Pol Q^, als 
auch auf A den har- 
monischen Pol i?j 
konstruieren und er- 
hält so in /? = Q^B^ 
die Polare von P 
(Fig. 43). P liegt 
die Geraden g und h 
Polare p zwei reelle 




Fig. 43. 



außerhalb des gesuchten Kegelschnittes, da 

ihn nicht schneiden; demnach muß seine 

Punkte Q und E mit demselben gemein haben. Ist nun A der 

gegebene reelle Punkt des Kegelschnittes, so schneiden die Strahlen 

AQ = q und AR = r nach 33 sowohl auf g als auf A harmonische 
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Pole aus, da ja g und A beide .harmonische Polaren zu p sind. 
Projiziert man also die Punktinvolutionen auf g und h von Ä aus, 
so erhält man zwei Strahleninvolutionen, deren gemeinsames Strahlen- 
paar die gesuchten Strahlen q und r sind. Zur Konstruktion 
lege man durch Ä einen- Hilfskreis, auf diesem schneiden die ge- 
nannten Strahleninvolutionen zwei Punktinvolutionen aus; das gemein- 
same Punktepaar der letzteren liegt auf der Verbindungslinie ihrer 
Mittelpunkte (78) und bestimmt die Strahlen q und r. Sind so auf /> 
die Punkte Q und B des Kegelschnittes gefunden, so sind QP und 
RP die zugehörigen Tangenten. Sind B^ und B^ harmonische Pole 
auf g, so sind (nach 33) B' == QB^ X BB^ und B^qB^ x RB^ zwei 
Punkte des Kegelschnittes u. s. f. 

Durch das Dualitätsprinzip ergibt sich hieraus der Satz: 

Ein Kegelschnitt ist konstruierbar aus einer reellen 
und zwei Paaren konjugiert imaginärer Tangenten (die 
durch die gleichlaufenden Involutionen harmonischer 
Polaren an zwei Scheiteln S und T vertreten werden). 

83« Ein Kegelschnitt ist bestimmt durch einen reellen 
Punkt A und zwei p 

konjugiert imaginäre 
Punkte mit den zu- 
gehörigen konju- 
giert imaginären 
Tangenten. Zur Be- 
stimmung der imaginären 
Elemente denke man 
sich eine reelle Gerade g 
(als Verbindungslinie der 
Berührungspunkte) und 
ihren Pol G (als Schnitt- 
punkt der Tangenten) 
gegeben und überdies 
entweder die gleich- 
laufende Involution der 
harmonischen Pole des Fig. 44. 

Kegelschnittes auf g oder 

die seiner Polaren am Scheitel G. Von dieser Involution liefert eine 
die andere, weil sie perspektiv sind. 

Ist G' der Schnittpunkt der Geraden AG mit g (Fig. 44), so 
findet man ihren zweiten Schnittpunkt A' mit dem Kegelschnitt als 
denjenigen, der zu A in bezug auf G und G' harmonisch liegt. Sind 
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femer JB^ und JB^, C^ und Cg, . . . Punktepaare der Involution auf ^, 
80 sind B = AB^ x A'B^, B' = AB^ X A'B^, C = AC^ x A'C^, 
C = AC^ X A'C^, . . , neue Punkte des gesuchten Kegelschnittes. 

84. Wenn eine Strahleninvolution zwei Paare rechtwinkliger 
Strahlen enthält, so ist sie eine Involution rechter Winkel. Denn 
schneidet man die gegehenen Strahlen mit einem durch den Scheitel 
gelegten Hilfskreis, so erhält man Paare einer Punktinvolution und 
als Mittelpunkt der letzteren den Kreismittelpunkt. Jeder Durch- 
messer bestimmt ein neues Punktepaar auf dem Kreise und das zu- 
gehörige Strahlenpaar schließt wieder einen rechten Winkel ein. 

Betrachtet man irgend zwei Eechtwinkelinvolutionen in der- 
selben Ebene, so liegt zu jedem Strahlenpaar der einen ein Strahlen- 
paar der andern parallel, oder beide bestimmen auf der unendlich 
fernen Geraden dieselbe gleichlaufende Punktinvolution. Die imagi- 
nären Doppelstrahlen zweier Eechtwinkelinvolutionen sind daher 
parallel; sie gehen durch dieselben beiden imaginären Punkte der 
unendlich fernen Geraden, die Doppelpunkte der gedachten Punkt- 
involution.. Man bezeichnet sie als die imaginären Kreispunkte 
der Ebene und zwar deshalb, weil sie allen Kreisen der Ebene 
angehören. In der Tat bilden alle rechten Winkel mit gemeinsamem 
Scheitel die Involution der konjugierten Durchmesser für jeden um 
den Scheitel als Zentrum beschriebenen Kreis und ihre imaginären 

Doppelstrahlen sind die Tan- 
genten des Kreises, deren Be- 
rührungspunkte unendlich fern 
liegen. 

86. Wenn man beachtet, 
daß alle Kreise meiner Ebene 
durch die imaginären Kreis- 
punkte gehen, so erscheinen die 
beiden nachfolgenden Sätze als 
Spezialfälle des Satzes in 12. 
Drei reelle Punkte, 
die nicht in einer Geraden 
liegen, oder ein reeller 
Punkt und zwei konjugiert 
imaginäre bestimmen 
einen Kreis. Wir geben für 
den zweiten Fall noch kurz 
die Konstruktion des Kreises an. Es sei A der gegebene reelle 
Punkt, B^ und B^, C^ und C^ Paare harmonischer Pole des Kreises 




Fig. 45. 
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auf der reellen Geraden p (Fig. 45). Zieht man durch den Schnitt- 
punkt S der heiden üher den Durchmessern £iB^ und C^^C^ ge- 
schlagenen Kreise die Senkrechte zu y, so schneidet sie den Mittel- 
punkt M der Involution auf ff aus und stellt als Polare des unendlich 
fernen Punktes von ff einen Durchmesser des gesuchten Kreises dar. 
Sind D und U die Endpunkte dieses Durchmessers, so schneiden 
ihre Verhindungslinien mit dem Punkte Ä nach 33 auf ff ein Paar 
harmonischer Pole aus, da ff und HD konjugierte Polaren sind. Zieht 
man umgekehrt von A aus Strahlen nach den harmonischen Polen 
auf ff, so entsteht eine Strahleninvolution, deren rechtwinklige Strahlen 
durch D und E respektive gehen. Ein Hilfskreis k durch Ä schneidet 
aber die Strahleninvolution in einer Punktinvolution mit dem Mittel- 
punkt N] die Endpunkte X, Y seines durch N gezogenen Durch- 
messers liegen dann auf den gesuchten Eechtwinkelstrahlen. 

Man kann auch einen Kreis durch S und A zeichnen, dessen 
Mittelpunkt auf ff liegt; er schneidet auf ff zwei harmonische Pole 
aus, deren Verbindungslinien mit A zueinander rechtwinklig sind, 
also durch D und S resp. gehen. 

Brennpunkte und Leitlinien eines Kegelschnittes. 

86. Wir haben früher den Kegelschnitt als perspektives Bild 
eines Kreises definiert und später gezeigt (23), wie ein Kegelschnitt 
zu jedem Kreise seiner Ebene, der ihn in zwei Punkten schneidet, 
in perspektiver Beziehung steht. Wir haben aber auch gesehen, daß 
jeder Kegelschnitt aus einem Eotationskegel ausgeschnitten werden 
kann (63 — 66). Aus beiden Erzeugungsweisen des Kegelschnittes 
können die Eigenschaften seiner Brennpunkte und Leitlinien leicht 
gewonnen werden, wie das im folgenden dargelegt werden soU.^) 

Wir gehen zunächst vom Eotationskegel mit dem Scheitel S 
aus und legen durch seine Achse senkrecht zur Ebene des Kegel- 
schnittes c die Aufrißebene, während wir jene als Grundrißebene 
benutzen. In den Figg. 46a), b) und c) sind dann der elliptische, 
der hyperbolische und der parabolische Schnitt dargestellt. Im ersten 
Falle enthält die a:-Achse die große Achse d£ der Ellipse, im zweiten 
die Hauptachse AB der Hyperbel und im dritten die Parabelachse 
mit dem Scheitel Ä, Jeder Punkt der Kegelachse kann als Mittel- 
punkt einer Kugel gewählt werden, die den Kegelmantel längs 
• eines Kreises mit zur Achse normaler Ebene berührt. Unter diesen 
berührenden Kugeln gibt es zwei (beim Parabelschnitt nur eine), die 
außerdem die Ebene des Kegelschnittes c berühren. Sie schneiden 
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die Aufrißebene in Kreisen, die außer den Mantellinien SÄ und 8B 
auch noch die ar-Achse tangieren. 

Es seien nun K^ und K^ die Mittelpunkte dieser Kugeln und 
zugleich der ebengenannten Kreise: Sie mögen die Ebene des Kegel- 
schnittes c in den Punkten F^ resp. F^ (auf x) berühren und den 
Kegelmantel in den Kreisen k^ und k^, deren Aufrisse mit den 
Durchmessern T^U^ resp. T^U^ zusammenfallen. Die Ebenen dieser 
Kreise k^ und k^ haben zwei auf x senkrecht stehende Gerade d^ 
resp. d^ zu Grundrißspuren und T^U^ resp. 2^2 ^3 ^^ Aufrißspuren. 
Eine beliebige Mantellinie des Kegels mag k, k^ und k^ in P, P^ 
und Pg respektive schneiden und der durch P gehende Kegelkreis k 
mag sich als Durchmesser TU im Aufriß projizieren. Dann gelten 
die Beziehungen: 

PP, = PP^ und PP2 = PP^y 
da alle Kugeltangenten aus einem Punkte gleich lang sind. 




Fig. 46 a. 



Fig. 46 b. 



Daher ist bei der Ellipse (Fig. 46a) die Summe: 
PP, + PF^ = PP^ + PP^ = P,P, = T,T,, 
also konstant und zwar = AF^-^ ÄF^ = AB . 

Analog ist bei der Hyperbel (Fig. 46b) die Differenz: 
PF, - PF, = PP, - PP, = P,P, = T,T,, 
also konstant und zwar = £F^ — PPg = -^P« 
Ferner haben wir bei beiden Kurven: 



PF, = PF,= TT, 



und TT^ •AT^ = P"D^ :AD^, 



mithin: PJ''2:P"D^=AT^:AD^, also konstant. Ebenso ergibt sich: 
PF^:P"I)^.= AT^-.AB^, also konstant. 
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Für die Parabel (Fig. 46c) folgt insbesondere: PF^ = TT^ = F'By 
Die Punkte F^ und F^ bezeichnet man als die Brennpunkte 
des Kegelschnittes c und die Geraden d^ und d^ als seine Leitlinien. 
Nach dem letzten Kesultat ist: 7* t, 

Ä F^ : AD^ = £F^: BD^ (wenn wir ^ ^ 

statt P einmal den Punkt Ä und 
einmal den Punkt ß setzen). Die 
vier Punkte liegen also harmonisch, 
und es ist jeder Brennpunkt der 
Pol einer Leitlinie in bezug auf den 
Kegelschnitt c. Hiernach gilt der 
Satz: 

Ellipse und Hyperbel be- 
sitzen auf der großen, resp. auf 
der reellen Achse je zwei Brenn- 
punkte jPj und F^ und deren 




Polaren als Leitlinien d^ und d^ 



Fig. 46 c. 

Die Parabel hat auf ihrer 
Achse nur einen Brennpunkt J^^ und eine zugehörige Leit- 
linie dy Für jeden Punkt P einer Ellipse ist die Summe 
der Brennstrahlen PF^ + PF^, für jeden Punkt einer Hyperbel 
ihre BiiierenzPF^—PF^ konstant, nämlich gleich der Haupt- 
achse AB, 

Für jeden Punkt eines beliebigen Kegelschnittes ist 
das Verhältnis seiner Entfernungen von einem Brenn- 
punkte (Fokus) und von der zuge- 
hörigen Leitlinie (Direktrix) kon- 
stant. Dieses Verhältnis hat bei 
der Parabel den Wert 1, ist bei 
der Ellipse < 1 und bei der Hy- 
perbel > 1. 

87. Aus diesem Satze können wir 
leicht noch eine weitere charakteristische 
Eigenschaft der Brennpunkte ableiten. 
Ziehen wir durch einen Brennpunkt F^ 
eine Sehne JK parallel zu der zu- 
gehörigen Leitlinie d^ [d^ Polare von F^ 
und eine beliebige andere Sehne GH, 
so schneiden sich die Verbindungslinien 
ihrer Endpunkte paarweise in zwei 

harmonischen Polen P und Q, die auf der Leitlinie d^ liegen 
(Fig. 47). Offenbar halbiert die Gerade (?i? die Strecke PQ in R, 




Fig. 47. 
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da sie die dazu parallele Strecke JK in F^^ halbiert. Nun ist 
A JGF^ '^ A PGR, also F^GiF^^J = HG: BP, und nach dem voran- 
stehenden Satz : F^G:F^J^ GG'iJJ' r= GG': F^B^ = RG: RFy Aus 
beiden Eelationen folgt -BP = RF^\ d.h. schlägt man um einen be- 
liebigen Punkt R det Leitlinie d^ als Zentrum einen Kreis, dessen 
Peripherie den zugehörigen Brennpunkt F^ enthält, so schneidet er 
die Leitlinie in harmonischen Polen P und Q. Die Polare yon JP 
geht durch Q und F^ und die Polare von Q durch P und jPj, und 
da nach dem soeben Q-esagten F^Q ±_ F^P ist, haben wir den Satz: 
Je zwei harmonische Polaren durch einen Brennpunkt sind 
zueinander rechtwinklig und umgekehrt. Diesem Satze kann 
man auch noch eine andere Form geben, wenn man bedenkt, daß 
der Berührungspunkt einer von Q an den Kegelschnitt gezogenen 
Tangente auf der Polare PF^ von Q liegt. Auf jeder Tangente 
eines Kegelschnittes wird das vom Berührungspunkt und 
einer Leitlinie begrenzte Stück aus dem zugehörigen Brenn- 
punkt durch einen rechten Winkel projiziert. 

Dieses Resultat ist auch aus Fig. 46a zu erkennen, wenn 
man die Tangentialebene längs der Mantellinie SP in Betracht zieht. 
Dieselbe hat die Tangente im Punkte P des Kegelschnittes c zur 
ersten Spur und mag c/^ und d^ m Q^ und Q,^ schneiden. Dann 
sind die Dreiecke PF^Q^ und ^^2^2 kongruent, da PF^ = PP^ und 
^2^2 = ^2^2 Kugeltangenten sind; da A PP^Q^ = ^0^ ist, folgt auch 
A PF^q^ = 90^ 

88. Wir haben gesehen, daß einerseits: PjPj : P"J9j = konst. 
und andererseits auch PF^\P"I>^ ^ konst. ist; wegen der Symmetrie- 
verhältnisse müssen aber beide Quotienten gleich sein. Somit er- 
gibt ^ sich: PF^ : PF^ = P"l)^ : P"I)^ = Pq^ : PQg , und daraus folgt 
die Ähnlichkeit der Dreiecke PF^q^ und PF^q^y die ja bei F^ und F^ 
rechte Winkel aufweisen, und die Gleichung: z. F^Pq^ = z. Pa-^^2- 
Das gibt den Satz: Die Brennstrahlen nach einem Punkte 
des Kegelschnittes bilden mit seiner Tangente (und seiner 
Normale) gleiche Winkel. Bei der Parabel bildet jede 
Tangente mit der Achse und dem Brennstrahl nach ihrem 
Berührungspun4kt gleiche Winkel. Denn in Fig. 46c sind die 
Dreiecke PF^q^ und PF^q^ kongruent. 

89. Nimmt man die Perspektive Beziehung zwischen Kegel- 
schnitt Ä und Kreis \ zum Ausgangspunkt und legt das Zentrum 
der Perspektive in das Zentrum F des Kreises, so wird F zum 
Brennpunkt des Kegelschnittes (Fig. 48). Denn die Strahlen durch 
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das Zentrum F entsprechen sich selbst; rechtwinklige Durchmesser 
des Kreises sind aber harmonische Polaren desselben, sie sind also 
auch rechtwinklige harmonische Polaren des Kegelschnittes und F 
ist somit Brennpunkt. Zugleich wird die Verschwindungslinie e^ 
zur Leitlinie; denn sie ent- 



spricht der unendlich fernen 
Geraden, d. h. der Polare 
von F in bezug auf den 
Kreis k^ 

Beschreibt man umge- 
kehrt um einen Brennpunkt F 
des Kegelschnittes k einen 
beliebigen Kreis ä^, so ist 
F das Zentrum einer Per- 
spektive für beide Kegel- 
schnitte, deren Verschwin- 
dungslinie e^ die zugehörige 
Leitlinie ist. Läßt man näm- 
lich die Punkte P und P^, 
die ein beliebiger Strahl ff 




Fig. 48. 



aus k und Äj ausschneidet, einander entsprechen, so ist einerseits 
die Perspektive festgelegt und andererseits ist der Kegelschnitt k 
durch Brennpunkt, Leitlinie und den Punkt P völlig bestimmt. Zu 
jedem Strahl durch F hat man ja den Pol in bezug auf k als 
Schnittpunkt von e^ mit dem zu ersterem rechtwinkligen Strahl, so 
daß man aus P beliebig viele Punkte von k gewinnen kann. 

Es ist klar, daß ein Brennpunkt nur auf einer Achse des 
Kegelschnittes liegen kann. Denn der durch ihn gehende Durch- 
messer und die durch ihn gezogene Parallele zum konjugierten 
Durchmesser sind harmonische Polaren und müssen deshalb zu- 
einander senkrecht sein. Es gibt aber auch nur auf einer Achse 
Brennpunkte, denn die Verbindungslinie zweier Brennpunkte muß. 
stets eine Achse sein. Zu dieser Verbindungslinie bilden nämlich 
die auf ihr in den Brennpunkten errichteten Normalen harmonische 
Polaren. Der Schnittpunkt der letzteren liegt in der zur Verbindungs- 
linie senkrechten Richtung unendlich fem und ist der Pol von ihr*; 
also ist sie eine Achse. 

90. Die Perspektive Beziehung zwischen k und k^ kann wiederum 
zur Herleitung der hauptsächlichsten Brennpunktseigenschaften be- 
nutzt werden. Fügt man in Fig. 49 noch die Fluchtlinie e^ hinzu 
und schneiden e^ und e^ die Gerade ff in G^ und G^, so entsprechen 
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den Punkten F, P^, O^, U, wo U den unendlich fernen Punkt von ff 
bezeichnet, die Punkte F, P, (/, G^. Demnach ist 

Ist m der senkrechte Abstand der Brennpunkte von der Flucht- 
linie e^, r der Radius des Kreises k^, d der Abstand des Punktes JP 




von der Leitlinie e^ und f sein Abstand vom Brennpunkt, so hat man 
FG^\G^P^m\d und FP^^r, i^P«/; mithin die Relation /*:(/= r:w. 

Da aber r und m unveränderlich sind, 
ergibt sich. wieder der Satz in 86. 

In den Figuren 48, 49, 50 sind 
die drei Fälle dargestellt, wo die 
Fluchtlinie den Kreis ä^ nicht schneidet, 
schneidet oder berührt, also der Kegel- 
schnitt Ä zur Ellipse, Hjrperbel oder 
Parabel wird. 

Die soeben besprochene Perspek- 
tive Beziehung zwischen Kreis und 
Kegelschnitt gestattet auch den in 3 
bewiesenen Satz am Kreis unmittelbar 
auf den Kegelschnitt zu übertragen. 
Die auf einer beweglichen Tan- 
Fig. 50. gente eines Kegelschnittes von 
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zwei festen Tangenten begrenzte Strecke erscheint vom 
Brennpunkte aus unter konstantem Winkel. 

91. Es seien t und u (Fig. 51) die aus einem Punkte P an 
eine Ellipse gezogenen Tangenten mit den Berührungspunkten T 
und U. Die auf sie aus den Brennpunkten F und F' gefällten 




Fig. 51. . 

Lote FQ und F'S mögen um ihre eigene Länge resp. bis G und 
H verlängert werden. Dann ist TG == TF und /_GTQ=^^ FTQ = 
L^F'TF, also (nach 86) F G ^ AB und, da if und Q die Strecken 
FF' und FG halbieren, folgt weiter: MQ, = MA. Fällt man von 
den Brennpunkten Lote auf die Tangenten einer Ellipse, 
so liegen ihre Fußpunkte auf 
einem Kreise, der ihre Haupt- 
achse (große Achse) zumDurch- 
messer hat. 

Der gleiche Satz gilt für die 
Hyperbel, wie Fig. 52 zeigt. 

93. Bei der Parabel liegen '^ S" 
die Fußpunkte der aus dem 
Brennpunkte auf die Tangen- 
ten gefällten Lote auf der 
Scheiteltangente. Ist nämlich T 
ein Punkt der Parabel, s ihre 
Scheiteltangente und 8 der zuge- 
hörige Scheitel, so sind die Abstände des Punktes T von Brenn- 
punkt F und Leitlinie d einander gleich {TG = TF) und S halbiert 




Fig. 63. 
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den Abstand zwischen F und d (Fig. 53). Die Scheiteltangente 
halbiert infolgedessen die Strecke FG in Q und TQ steht auf 
dieser Strecke in ihrem Mittelpunkt senkrecht; somit halbiert TQ 
den Winkel GTF und fällt nach S8 mit der Parabel tangente t in 
T zusammen. 

98. Die zuletzt bewiesenen Sätze gestatten die Konstruktion 
der beiden Kegelschnitttangenten aus einem beliebigen 
Punkte P. In den Figuren 51 und 52 ergibt sich der Punkt Q 
der gesuchten Tangente FT als Schnitt zweier Kreise, die über den 
Durchmessern AB und PF resp. beschrieben sind. Durch den 
andern Schnittpunkt dieser Kreise geht die Tangente PU. Bei der 
Parabel schneiden die Tangenten aus P die Scheiteltangente in 
Punkten, die auf einem Kreise mit dem Durchmesser PF liegen. 

94. Aus den Figuren 51 und 52 können wir noch erkennen, daß 
A GPF^ A FPH ist [PG = PF, PH = PF' und GF' = HF^ AB); 
mithin haben wir A GPF' = A FPH, also A GPF = A HPF' und 
auch A TPF = A UPF', denn diese sind halb so groß wie die 
vorangehenden. Das gibt den Satz: Die eine Tangente aus dem 
beliebigen Punkt P an den Kegelschnitt schließt mit dem 
von ihm ausgehenden Strahl nach dem einen Brennpunkt 
den gleichen Winkel ein, wie die andere Tangente mit dem 
Strahl nach dem andern Brennpunkt. 

Dieser Satz gilt in gleicher Weise für die Parabel, wenn man 
ihren zweiten Brennpunkt auf ihrer Achse unendlich fern annimmt, 
so daß der Strahl nach diesem Brennpunkt zur Achse parallel wird 
(Fig. 53). 

95. Wir wollen zuletzt noch die Brennpunkte als Doppel- 
punkte einer bestimmten Involution auf der bezüglichen Achse nach- 
weisen, indem wir zunächst den Satz aufstellen: Die Punkte einer 
jeden Achse eines Kegelschnittes gehören paarweise in 
der Art zusammen, daß je zwei rechtwinklige Strahlen, 
deren jeder einen Punkt des Paares enthält, harmonische 
Polaren sind. 

Es mögen die beiden rechtwinkligen harmonischen Polaren s 
und s^ auf einer Achse a die Punkte P und P^ ausschneiden (Fig. 54). 
Der Strahlbüschel mit dem Scheitel P ist projektiv zu der Punkt- 
reihe der zu den Strahlen gehörigen Pole. Projiziert man diese Punkt- 
reihe aus Pj, so erhält man zwei projektive Strahlbüschel mit den 
Scheiteln PundPj, deren entsprechende Strahlen harmonische Polaren 
sind. Nun sind drei Strahlen des zweiten Büschels normal zu den 
entsprechenden Strahlen des ersten. Sind nämlich n und n^ die auf 
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der Achse a in jP und Pj errichteten Senkrechten, so entsprechen 
den Strahlen n, a und s des ersten Büschels die Strahlen a, w und .9^ 
im zweiten, denn die Pole von n und n^ liegen auf a. Beide Büschel 
sind somit kongruent (184 Bd. I), und jeder Strahl steht auf seinem 
entsprechenden senkrecht. . 

Schneiden s und s^ die 
andere Achse, sie sei ä, in 
den Punkten Q und Q^, so 
gilt auch für dieses Punkte- 
paar unser Satz. Je zwei 
rechtwinklige Strahlen durch 
Q und Qi liefern also auf 
der Achse a ein Punktepaar 
von der im Satze ausge- 
sprochenen BeschaflFenheit ; 
ebenso liefern je zwei recht- 
winklige Strahlen durch P 
und Pj ein solches Punktepaar auf h. Die Punktepaare auf a 
können somit durch entsprechende Strahlen zweier kongruenter 
Strahlbüschel mit den Scheiteln Q und Q^ ausgeschnitten werden. 
Insbesondere bildet der Mittelpunkt M des Kegelschnittes mit dem 
unendlich fernen Punkt V vgn a ein solches Paar, dessen Punkte 
sich vertauschbar entsprechen, da sowohl QJIf J. Qi^^ als auch Q^^M 
\.(^V ist Die Punktepaare auf der Achse a (und ebenso auf der 
Achse h) bilden hiemach eine Involution, deren Mittelpunkt M ist. 

96. Die Brennpunkte auf der Achse eines Kegel- 
schnittes sind die Doppelpunkte einer Involution, deren 
Mittelpunkt mit seinem Mittelpunkt zusammenfällt. Je 
zwei rechtwinklige harmonische Polaren, so auch jede 
Tangente mit der zugehörigen Normalen, schneiden ein 
Punktepaar dieser Involution aus. In der Tat hat jeder Doppel- 
punkt dieser Involution die Eigenschaft, daß je zwei rechtwinklige 
Strahlen durch ihn harmonische Polaren sind. 

Aus Fig. 54 erkennt man auch, daß nur die Involution auf der 
einen Achse reelle Doppelpunkte besitzen kann. Denn wenn P 
und Pj auf derselben Seite von M aus liegen, werden Q und Q^ 
notwendigerweise durch M getrennt. Die Achse mit den reellen 
Brennpunkten heißt Brennpunkts- oder Hauptachse, die andere 
Nebenachse. Zur Konstruktion der Brennpunkte kann man etwa 
die Eelation MF . MP^ = [MFf benutzen (Fig. 54). Auch der Kreis 
über dem Durchmesser Q Q^ schneidet auf der Hauptachse die Brenn- 
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punkte aus; denn die Verbindungslinien eines solchen Punktes mit 
Q und Q^ sind zueinander rechtwinklig und zugleich harmonische 
Polaren. Die Relation BF ^ Bf ^ MÄ dient ebenfalls zur Kon- 
struktion der Brennpunkte. 

97. Bei der Parabel ist die Involution der Punktepaare, 
die von rechtwinkligen harmonischen Polaren aus der Achse aus- 
geschnitten werden, von spezieller Art. Eine Gerade s parallel zur 
Achse hat hier einen unendlich fernen Pol; sie stellt ja einen Durch- 
messer vor, der ein System paralleler Sehnen halbiert. Die recht- 
winklige harmonische Polare s^ zu s liegt deshalb unendlich fem, 
so daß der unendlich ferne Punkt der Achse selbst ein Doppelpunkt 
der genannten Involution ist, da er zugleich auf s und s^ liegt. Jedes 
Punktepaar einer Involution liegt aber zu seinen Doppelpunkten 
harmonisch. Der Brennpunkt F einer Parabel halbiert also 
alle auf der Achse von zwei rechtwinkligen harmonischen 
Polaren begrenzten Strecken. 

Zu den rechtwinkligen harmonischen , Polaren gehören ins- 
besondere Tangente und Normale in den einzelnen Kurvenpunkten. 
Tangente und Normale in jedem Punkt einer Parabel schneiden 
ihre Achse in Punkten, die vom Brennpunkt gleich weit abstehen. 
Dieses Resultat ist auch aus Fig. 53 leicht abzuleiten. Es ist näm- 
lich QT^ QB, also auch FR « FN. . 

98. Zieht man in einem beliebigen Punkte P die recht¥rinkligen 
harmonischen Polaren x und y in bezug auf einen gegebenen Kegel- 
schnitt, so schneiden sie 
seine Achse a in dem Punkte- 
paar X, ¥ einer Involution 
(Fig. 55), deren Doppel- 
punkte die Brennpunkte F 
und F' sind. Es liegen also 
F, F, und X, Y harmonisch, 
und ebenso PF^f, PF' 

^^' ' = f und x,7/\ d. h. :r und y 

halbieren die beiden Winkel der Strahlen f und f. 

Die harmonischen Polaren durch P bilden ebenfalls eine In- 
volution; X, y ist ein Strahlenpaar derselben, während die Tangenten 
t und t\ ihre Doppelstrahlen sind. Aus der harmonischen Lage von 
/, t' und Xy y folgt weiter, daß x und y die beiden Winkel der 
Tangenten t und t' halbieren. Die von einem Punkte P in der 
Ebene eines Kegelschnittes an diesen gezogenen Tangenten 
und seine Verbindungslinien mit den Brennpunkten bilden 
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Winkel, deren Halbierungslinien zusammenfallen und 
rechtwinklige harmonische Polaren sind. (Das ist der Satz in 94.) 

99. Der Satz am Ende von 90 hat für die Parabel einen 
speziellen Satz zur Folge. Die Schnittpunkte dreier Parabel- 
tangenten liegen mit dem Brennpunkt auf einem Kreise. 

Sind nämlich a und b zwei Parabeltangenten mit dem Schnitt- 
punkt C, sind femer A und B ihre Schnittpunkte mit einer dritten 
Tangente c, sowie Ä^ und B^ ihre Schnittpunkte mit der unendlich 
fernen Geraden, die ebenfalls Tangente ist, so werden die Strecken 
JA^ und BB^ aus dem Brennpunkte F unter gleichem Winkel ge- 




Fig. 56. 



Fig. 57. 



sehen. Man hat daher: z. AFB =» ^L Ä^FB^ = i^ACB, woraus die 
Behauptung folgt (Fig. 56). 

Sind A und B die Schnittpunkte einer Tangente der Hyperbel 
mit ihren Asymptoten, so gelten infolge des Satzes in 90 die 
Gleichungen: ^L AFB = /_ MFU und L, A FB = z. MF U, wenn U 
der unendlich ferne Punkt auf einer Asymptote ist (Fig. 57). Die 
Summe der Winkel AFB und AFB beträgt sonach 180^ und es 
gilt der Satz: 

Die beiden Schnittpunkte einer Tangente der Hyperbel 
mit ihren Asymptoten liegen mit den beiden Brennpunkten 
auf einem Kreise. 

100. Haben zwei Kegelschnitte beide reellen und folg- 
lich auch alle imaginären Brennpunkte gemein, so heißen 

5* 
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sie konfokal.®) Die Schenkel der rechten Winkel in einem reellen 
Brennpunkt F schneiden ja die Nebenachse in den Punktepaaren 
einer Involution, deren konjugiert imaginäre Doppelpunkte nach 
der Definition ebenfalls als Brennpunkte zu gelten haben. Auch 
auf der unendlich fernen Geraden bestimmen die genannten Recht- 
winkelstrahlen eine Involution, deren konjugiert imaginäre Doppel- 
punkte als Brennpunkte anzusehen sind. Die nämliche Involution 
wird von den rechtwinkligen Durchmessern eines jeden Kreises auf 
der unendlich fernen Geraden ausgeschnitten; ihre Doppelpunkte sind 
deshalb die allen Kreisen gemeinsamen konjugiert imaginären, un- 
endlich fernen Punkte (vergl. 84). 

Die Gesamtheit aller Kegelschnitte mit denselben Brennpunkten 
bezeichnet man als konfokale Kegelschnittschar. 

Liegen beide Brennpunkte F und F' im Endlichen (Fig. 58), 
so besteht die konfokale Schar aus Ellipsen und Hyperbeln, 

deren Achsen zusammen- 
fallen. Durch jeden Punkt P 
der Ebene geht eine Ellipse 
und eine Hyperbel dieser 
Schar, die sich rechtwinklig 
schneiden. Denn die Tan- 
gente der Ellipse halbiert 
den i_ FPF, die Tangente 
der Hyperbel aber dessen 
Nebenwinkel (Fig. 46). Aus 
den Achsen, einem Punkt und 
der zugehörigen Tangente 
lassen sich aber von der 
Ellipse und der Hyperbel 
leicht beliebig viele Punkte 
und Tangenten zeichnen. 
Legt man um die Brennpunkte F und F' Systeme konzentrischer 
Kreise, deren Radien Vielfache einer und derselben Strecke sind, so 
gehören die Schnittpunkte solcher Kreise der beiden Systeme, für 
welche die Summe oder Differenz der Radien gleich groß ist, je 
einer Kurve der konfokalen Schar an. 

101. Liegt ein Brennpunkt F im Endlichen, der andere F' un- 
endlich fern (Fig. 59), so enthält die konfokale Schar nur Parabeln, 
deren Achsen zusammenfallen und deren Scheitel auf beiden Seiten 
des Brennpunktes liegen. Durch jeden Punkt F der Ebene gehen 
zwei Parabeln der Schar, die sich rechtwinklig schneiden und deren 




Fig. 58. 
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Scheitel durch F getrennt werden. Die Tangente der einen Parabel 
halbiert den Winkel FPF', die der andern seinen Nebenwinkel. Legt 
man um F ein System 
konzentrischer Kreise, 
deren Eadien Vielfache 
derselben Strecke sind, 
und zieht ein System von 
Parallelen senkrecht zur 
Achse, deren Abstände 
von F ebenfalls Vielfache 
der nämlichen Strecke 
sind, so kann jede von 
diesen Parallelen einer 
Parabel als Leitlinie 
dienen. Die Schnitt- 
punkte der konzen- 
trischen Kreise mit den 
Parallelen, deren Ab- 




Fig. 59. 



stand von der gewählten Leitlinie dem betreffenden Kreisradius 
gleich ist, liegen jedesmal auf einer Kurve der Schar. 

103. In beiden konfokalen Kegelschnittscharen schnei- 
den sich die Kurven der gleichen Art nicht, die Kurven 
verschiedener Art aber unter rechten Winkeln. 

Aus 96 folgt noch, daß je zwei rechtwinklige Strahlen, welche 
harmonische Polaren für einen Kegelschnitt der konfokalen Schar 
sind, die gleiche Eigenschaft in bezug auf alle Kegelschnitte der 
Schar besitzen. Denn die von solchen Strahlen auf einer Achse 
ausgeschnittene Involution ist durch die gegebenen Brennpunkte 
bestimmt. Insbesondere folgt: 

Die Winkel der Tangentenpaare aus einem beliebigen 
Punkte der Ebene an die Kegelschnitte einer konfokalen 
Schar haben dieselben Halbierungslinien. 



Krummungskrelse der Kegelschnitte. 

108. Es gibt unendlich viele Kreise, die einen Kegelschnitt k . 
in einem gegebenen Punkte berühren; sie berühren alle die 
Tangente t im Punkte von k, und ihre Mittelpunkte liegen auf 
der zugehörigen Normalen n des Kegelschnittes. Man wähle nun 
einen Kreis, der den Kegelschnitt k noch in einem Punkte P schneidet 
und lasse P sich allmählich dem Berührungspunkte nähern. Dann 
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ändert sich auch der Kreis, der ä in berührt und in P schneidet. 
Läßt man schließlich P nach rücken, so wird der bezügliche 
Kreis den Kegelschnitt in gleichzeitig berühren und schneiden, 
d. h. er wird ä in berühren und dort zugleich von der einen 
Seite von k auf die andere übertreten. Ein solches Verhalten eines 
Kreises gegen einen Kegelschnitt wird als Oskulation bezeichnet, 
der Kreis selbst heißt Oskulations- oder Krümmungskreis.®) 
Während also die Berührung zweier Kurven durch Zusammenrücken 
zweier Schnittpunkte entsteht, entsteht die Oskulation durch Zu- 
sammenrücken eines Berührungs- und eines Schnittpunktes, oder 
dreier Schnittpunkte. Der Krümmungskreis schmiegt sich also im 
Punkte enger an den Kegelschnitt an, als die andern berührenden 
Kreise. Berührt insbesondere der Kreis den Kegelschnitt in einem 
Scheitel, so schneidet er ihn noch in zwei zur Achse symmetrischen 
Punkten; diese rücken gleichzeitig in den Scheitel, wenn der Kreis 
in den Krümmungskreis übergeht. 

104. Es seien jetzt k^ und k^ irgend zwei Kreise, die k in 
berühren. Nach den Ausführungen in 22 bestehen dann sowohl' 
zwischen k und Äj, als zwischen k und k^ Perspektive Beziehungen, 

deren Zentren in liegen. Sei ^' die 
Perspektive zwischen k und k^, a ihre 
Achse und P, P^ ein Paar entsprechen- 




die Perspek- 
2, «* ' ihre Achse 
Piaar entsprechender 
P P 



der Punkte; sei femer 5ß 
tive zwischen k und k, 
und P, Pg € 

Punkte. Die Punkte P, P^, P^ liegen 
auf einem Strahl durch 0, dem Zentrum 
von $ß' und 5ß". Es ist aber offenbar 
auch ein Ähnlichkeitszentrum für die 
beiden Kreise k^ und k^, und es sind Pj 
und Pg entsprechende Punkte einer 
zwischen ihnen bestehenden Ähnlichkeits- 
beziehung 21. 

Wendet man auf k zunächst die 
Perspektive ^" an, so erhält man k^, und von k^ gelangt man zu k^ 
durch 91. Dabei geht P zunächst in Pg und dieser Punkt dann in Pj 
über (Fig. 60); ebenso gehen zwei durch P gelegte Gerade ff und h 
vermöge 5ß" in die Geraden ff^ und h^ durch Pg und die letzteren ver- 
möge 2t in ff^ und \ durch Pj über (^^ U^^, Aj \\h^). Durch die Perspek- 
tive $' wird aber k direkt in k^ und ebenso werden P, ff, h direkt in P^, 
ff^ , Aj übergeführt; deshalb müssen die Punkte ff X ff^ und h x Ag 



Fig. 60. 
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auf a", die Punkte g X g^ und h x A^ auf a liegen. Daraus folgt, 
daß a und a" parallel sind, und daß a die Strecke PP^ in 
dem gleichen Verhältnis teilt, wie a" die Strecke PP^. 

Die Perspektivitätsachse a" schneidet k und k^ in denselben 
beiden reellen oder konjugiert imaginären Punkten; in gleicher Weise 
verhält sich a zu k und ky Wir erkennen also, daß alle Kreise, 
die einen Kegelschnitt in dem nämlichen Punkte berühren, 
ihn noch in je zwei weiteren (reellen oder konjugiert imaginären) 
Punkten schneiden, deren Verbindungslinien parallel laufen. 

106. Ist im besonderen h^ der Krümmungskreis des Kegel- 
schnittes k im Punkte 0, so muß die Achse a! der zwischen k und 
Äj bestehenden Perspektiven Beziehung 5ß' durch hindurchgehen. 
Denn die Achse schneidet k 
in zwei Punkten, durch die ^^ 

auch Äj geht, und der 
Krümmungskreis ist nach 
obigem dadurch definiert, 
daß einer dieser Schnitt- 
punkte mit dem BiBrührungs- 
punkt zusammenfällt. 
Wir können hiernach die 
Aufgabe lösen: 

Den Krümmungs- 
kreisÄj. in einem Punkte 
eines Kegelschnittes Fig. 61. 

k zu bestimmen, wenn 
von demselben fünf Punkte 0, P, Q, B, S gegeben sind. 

Zunächst zeichnen wir nach 14 die Tangente t im Punkte 

k und die zugehörige Normale w, femer einen beliebigen Kreis 
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^ in berührt. Die Strahlen OPy OQ, OR werden k^ in 
^v ^2' ^2 respektive schneiden, und es sind QR und Q^R^j sowie 
PQ und P2Q2 entsprechende Gerade der Perspektive $ß", so daß ihre 
Schnittpunkte auf der zugehörigen Achse a" liegen (Fig. 61). Nun 
ziehe man durch zu a" die Parallele a, dann ist nach obigem 
^161 II ^2^2 ^^^ schneidet sich mit PQ auf a\ 

Um den Mittelpunkt M^ des Krümmungskreises k^ zu finden, ver- 
binde man P^ mit dem Mittelpunkt M^ von Äg, schneide diese Gerade 
mit a" in U, ziehe Pf/ und durch a x PU^ Tdie Parallele TJ/j zu 
P^M^. In der Tat müssen der Geraden P f/ vermöge der Perspektiven 
Beziehungen 5ß" und 5ß' zwei Parallele P^i/und Pj F entsprechen, von 
denen die erstere durch M^ und folglich die letztere durch M^ geht. 
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106. Die zwischen dem Kegelschnitt k und den Kreisen k^ und 
k^ (Kjümmungskreis) bestehenden Perspektiven Beziehungen 5ß" und 
5ß' können dazu verwendet werden, die Krtimmungskreise auch in 
den Fällen zu konstruieren, wo die Achsen oder ein Paar konjugierte 
Durchmesser des Kegelschnittes k gegeben sind. Dabei lassen sich 
jedoch bedeutende Vereinfachungen der Konstruktion erzielen, die 
wir noch eingehender verfolgen wollen. Ist der Krümmungskreis 
im Scheitel einer Ellipse k mit den Achsen OP und QR zu 
finden, so ziehe man (Fig. 62) den Kreis k^ über OP als Durch- 
messer, dann stehen a" und a (die Achsen der Perspektiven 5ß" 
\md ^') in P resp. auf OP senkrecht. Der Strahl OQ schneidet k^ 
in §2^ ^lid es entsprechen sich in 5ß" die Geraden PQ und PQ^, Der 
Geraden PQ entspricht vermöge $ß' die Gerade Pj(z, die sich mit PQ im 
Punkte von a schneidet und zu PQ^ parallel, also zu OQ normal ist. 

Pj und P sind entsprechende Punkte der ähnlich liegenden 
Kreise k^ und k^\ OP^ ist also der auf der Achse von k liegende 
Durchmesser des Krümmungskreises k^. Für seinen Mittelpunkt M^y 
den zu gehörigen Krümmungsmittelpunkt, ergibt sich 
folgende Konstruktion. Man ziehe in den Scheiteln und Q die 
Parallelen zu den Achsen der Ellipse und fälle von ihrem Schnitt- 
punkt J ein Lot auf 0Q\ dieses schneidet auf beiden Achsen die 
Krümmungsmittelpunkte aus. Denn / ist der Mittelpunkt von G 
und folglich M^ der von OP^ (vergl. 274 Bd. I). 




Fig. 63. 

107. Ist OP die Achse einer Hyperbel k mit den Asymptoten 
q und r, so ziehe man wieder (Fig. 63) den Kreis k^ über OP als 
Durchmesser, dann stehen a" und a wieder auf OP in P resp. 
senkrecht. Der zu q parallele Strahl durch schneide k^ in Q^, 
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der zu q parallele Strahl durch P schneide a in O. Ziehen wir noch 
durch G eine Parallele zu PQ^, so schneidet sie auf der Hyperbel- 
achse den Durchmesser OP^^ des Krümmungskreises k^ ab. In der 
Tat entspricht dem unendlich fernen Punkt von q vermöge ^" der 
Punkt §2 ^o^ ^2' ^^^^ ^®^ Geraden PG die Gerade PQ^. Femer ent- 
spricht der Geraden PG vermöge 5|J' die zu PQ^ parallele Gerade GP^. 
Hieraus folgt die Konstruktion. Im Schnittpunkt / der Scheitel- 
tangente flf' mit einer Asymptote q errichte man eine •Senkrechte 
auf der letzteren, so geht sie durch den Krümmungsmittel- 
punkt M^. Denn J halbiert OG und M^ ebenso die Strecke 0/\ 
(vergl. 269 Bd. I). 

108. Es soll der Krümmungsradius in einem beliebigen 
Punkt einer Ellipse oder Hyperbel bestimmt werden, wenn 
die zugehörige Tangente sowie die Lage ihrer Achsen 
bekannt sind. Bezeichnen 
wir die letzteren wieder mit x 
und y, ihren Schnittpunkt mit C, 
den gegebenen Punkt mit 
und seine Tangente mit t, die x 
und y m U bezw. T schneiden 
möge (Fig. 64). Dann wird die 
Normale n des Punktes die 
Achse y im Mittelpunkte M^ 
eines Kreises k^ schneiden, der 
den gegebenen Kegelschnitt k 
in und P berührt, wenn P 
der zu symmetrische Punkt 
in bezug auf die Achse y ist. 
Die Perspektive Beziehung 5|J" 
zwischen k und k^ "hat zum 
Zentrum und die Tangente a' 
im Punkte P von k zur Achse 
(104). Die Perspektive Beziehung 
^' zwischen k und dem Krüm- 
mungskreis k^ hat zum Zen- 
trum und die zu a" parallele Gerade a durch zur Achse. Legt 
man nun durch eine Parallele zu y, und schneidet sie a" in 8 und 
die Kurven ä, k^ und k^ in Q, Q^ und Q^ respektive, so gilt nach 104 
die Relation 8Q\SQ^ ^ OQ:OQy Die Tangenten an ä in Q und 
an Äj in Q^ sind zu a" parallel; bezeichnen wir ihre Schnittpunkte 
mit y durch G und ff, so ist 8Q==TG = 2.TC und 8Q^ ^ TB 
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TM^^OBiOK. 
Geraden TO, 



= 2.TM^. Zugleich ist 0Q^2.0Ii und OQ^ = 2.0Jr (Ä auf ar, 
M^K\\x, M^ Mittelpunkt von äJ, somit geht unsere Relation über 

in TC\ 
Die drei 

CB und M^ K müssen sich 
also in U schneiden. 

Das liefert die fol- 
gende Konstruktion für 
den Mittelpunkt M^ des 
Krümmungskreises \ im 
Punkte (Figg. 65 u. 66). 
Man verbinde M^ = y x n 
mit U=xxt, ziehe durch 
eine Parallele zu y und 
Yig, 65. schneide sie mit M^ U in 

K\ dann liegt M^ auf einer 
Parallelen zu x durch Z. Die Konstruktion bleibt auch richtig, wenn 
man dabei die Achsen x und y ihre Bollen tauschen läßt. 

Zieht man noch in Fig. 64 den Durchmesser OC und legt 

durch M^ eine Parallele zu t, die 
den Durchmesser in Z schneidet, 
so ist OC:OL = TCiTM^ oder 
mit Bücksicht auf voranstehende 
Belation wird OCiOL^OEiOK] 
d. h. es muß ZK\\CB sein. Man 
findet somit M^ auch wie folgt. 
Man ziehe den Durchmesser durch 
und schneide ihn mit einer 
Parallelen zu t durch M^ in Z, 
dann ist ZM^ \\ x (Figg. 65 u. 66). 
Auch hier bleibt die Konstruktion 
richtig, wenn die Achsen x und y ihre Bollen tauschen. 

Eine weitere Bestimmung von M^ ergibt sich, wenn man in 
unseren Figuren durch und T die Parallelen zu x bezw. n zieht, 
die sich in F schneiden mögen. Dann sind die Dreiecke TOF und 
M^ZM^ ähnlich und ähnlich gelegen, folglich schneiden sich TM^^ 
OZ und FM^ in C. 

109. Aus den zuerst abgeleiteten Konstruktionen des Krüm- 
mungsmittelpunktes M^ ergibt sich sehr einfach noch eine weitere, 
die eine besondere Bedeutung dadurch erhält, daß sie in genau der 
gleichen Weise durchgeführt werden kann, mögen nun die beiden 




Fig. 66. 



Die Kegelschnitte. 



75 



Achsen des Kegelschnittes oder zwei konjugierte Durchmesser der 
Lage nach gegeben sein. In Figur 67 haben die Buchstaben wieder 
dieselbe Bedeutung wie in den Figuren 65 u. 66; femer ist iV= n x ^, 
und der Punkt / von n liegt auf dem zu t parallelen Durchmesser. 
Nun folgt aus der Ähnlichkeit der Dreiecke UON und M^OT die 
Eelation OU.OT ^ ON .0M^\ ferner liefert die Ähnlichkeit der 
Figuren OCJN und OLM^M^ die Eelation ON\OJ ^ OM^\OM^ 





Fig. 67. 



Fig. 68. 



oder ON.OM^ = OJ.OMy Aus beiden Relationen ergibt sich als 
Resultat OU.OT == OJ.OMy Dieses sagt aber aus, daß die Ge- 
raden TJ und UM^ oder auch die Geraden UJ und TM^ aufeinander 
senkrecht stehen. Denn ist TJ ±, UM^, so sind die Dreiecke TOJ 
und M^OU ähnlich, was die Relation OT.OU = OJ.OM^ nach sich 
zieht. Zur Konstruktion von M^ hat man also den zu t parallelen 
Durchmesser zu ziehen, der n in / schneidet, und darauf von U ein 
Lot auf TJ zu fällen; dieses schneidet aus n den gesuchten 
Punkt M^ aus. 

Die konjugierten Durchmesser eines Kegelschnittes bilden eine 
Strahleninvolution; dieselbe schneidet auf seiner Tangente t eine 
Punktinvolution aus, deren Mittelpunkt der Berührungspunkt von t 
ist. Denn dem Durchmesser CO ist der zu t parallele Durchmesser 
konjugiert. Demnach ist OU.OT= OA.OB, wenn Ä und B die 
Schnittpunkte von t mit zwei beliebigen konjugierten Durchmessern a 
und b bedeuten. Somit geht die frühere Relation über in OÄ.OB 
= OJ,OM^y was geometrisch aussagt, daß die Geraden ÄJ\mABM^ 
oder auch die Geraden BJ und AM^ aufeinander senkrecht stehen. 

Kennt man von einem Kegelschnitt zwei beliebige kon- 
jugierte Durchmesser a und b der Lage nach, ferner einen 
Punkt und seine Tangente t, so ziehe man seine Nor- 
male n und den zu t parallelen Durchmesser, der n in J 
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trifft. Dann geht das von B ami AJ gefällte Lot durch den 
zu gehörigen Krümmungsmittelpunkt M^ (Fig. 68). 

110, Kennt man von einer Ellipse zwei konjugierte Durch- 
messer OP und QU, so liefert uns der vorstehende Satz unmittelbar 
die zu ihren Endpunkten gehörigen Krümmungsmittelpunkte (Fig. 69). 
Ist nämlich t die Tangente in 0, und sind U und T ihre Schnitt- 
punkte mit den Tangenten in Q und R, so sind CU und CT kon- 
jugierte Durchmesser; also gilt wieder die Relation OU. 0T= OJ. OM^ 
(/= nxQR\ Das von U auf TJ gefällte Lot- geht sonach durch 
den Mittelpunkt M^ des gesuchten Krümmungskreises von 0. 




Fig. 69. 



Fig. 70. 



Ist ein Punkt einer Hyperbel, t die zugehörige Tangente und 
n die Normale, die den zu t parallelen Durchmesser rf in / trifft 
(Fig. 70); so erhält man den auf n liegenden Krümmungsmittel- 
punkt M^ mit Hilfe ihrer Asymptoten q und r, wie folgt. Die Punkt- 
involution, welche die konjugierten Durchmesser auf der Tangente t 
ausschneiden, besitzt in U ^ t x r einen Doppelpunkt, da die 
Asymptote r ein sich selbst konjugierter Durchmesser ist. Deshalb 
geht die in 109 am Ende aufgestellte Relation hier in (OJ/)^ 
= OJ. OM^ über. Errichtet man also auf UJ im U die Normale, 
so geht sie durch My 

111. Es mag hier noch kurz eines Grenzüberganges gedacht 
werden, der, ohne von den seitherigen Betrachtungen Gebrauch zu 
machen, unmittelbar zur Konstruktion des Krümmungsmittelpunktes 
führt. Es seien wieder x, y die Achsen eines Kegelschnittes, C sein 
Mittelpunkt, 0^ und 0^ zwei nahe beieinander liegende Punkte von 
ihm (Fig. 71). Dann zeichne man in 0^ und 0^ die Tangenten t^ 
und t^ sowie die Normalen n^ und v^\ die ersteren mögen x und y 



Die Kegelschmtte. 



77 



7 


V 


? 


\iN.^ 




^"tH-^^ 


c 


0/ ^^'^V^ii. 




,yQ. \ \ 


R, 


/pi 


R. 


1 



Fig. 71. 



in ?7j, iZg bez. T^, 1\ schneiden, die letzteren bezüglich in Qj, (gg 
und' R^^ jBg; endlich sei noch ^j X ^2 = O.und n^ x n^ =» -3f. Nun 
sind ^1, Wj und ebenso t^, n^ recht- 
winklige harmonische Polaren des 
Kegelschnittes (96). Sie schneiden 
die Achsen in Punktepaaren, die 
so beschaffen sind, daß je zwei 
Strahlen, die ein Punktepaar der 
einen und der andern Achse mit- 
einander verbinden, aufeinander 
senkrecht stehen (95). Deshalb ist 
1\U^1.B^Q^\ die Dreiecke T^OÜ^ 
und Rj^MQ,^ sind sonach ähnlich 
und liefern die Beziehung OT^iOÜ^ 
= MR^iMQ^. Nähert sich jetzt 
O3 dem Punkt Oj beliebig, so 
fallen Og, T^, U^, Q^, R^ resp. 0^, T^, U^, Q^ R^ zusammen, und 
auch ruckt nach 0^, während M zum Mittelpunkt des in 0^ osku- 
lierenden Kreises wird. Für diesen Mittelpunkt gilt dann die Relation 
MB^ : MQ^ = OjTj : 0^ü^\ sie liefert die schon in 108 zuerst gegebene 
Konstruktion. Denn unsere Eelation lehrt, daß die Strecke R^U^ 
sowohl von einer Parallelen zu y durch 0^ wie von einer Parallelen 
zu X durch M in dem nämlichen Punkt getroffen wird, 

113. Die Krümmungskreise der Parabel. Es sei d ein 
Durchmesser, S sein Endpunkt, s die zugehörige Tangente und 
ein beliebiger Punkt der Parabel k (Fig. 72). Die Parabeltangente t 
in schneidet d in einem Punkte T, und dieser ist der Pol von 
OP in bezug auf k {OP\\s, QO =- QP, Q auf d, ST == SQ). T ist 
auch der Pol von OP in bezug auf einen Kreis k^, dessen Mittel- 
punkt M^ aus n durch das von T auf OP gefällte Lot ausgeschnitten 
wird und dessen Peripherie durch geht. In der zwischen k und k^ 
bestehenden Perspektive 5ß" entspricht OP sich selbst und folglich 
ist das gleiche bei T der Fall, so daß T auf der Achse a" von $" 
liegt. Nun ziehe man durch eine Parallele u zu d und bezeichne 
mit U, U^ und ü^ ihre Pole in bezug auf k, k^ und den Krümmungs- 
kreis ky Dann liegen ü, U^ und U^ auf t, und zwar ist U unend- 
lich fern, während M^ U^ und M^ ü^ auf d senkrecht stehen. In den 
Perspektiven Beziehungen 5ß" zwischen k und k^ , sowie 5ß' zwischen 
k und Äj entspricht u sich selbst, sonach sind U und U^ entsprechende 
Punkte von 5ß" und U und U^ solche von ^'. Da a" durch T 
und a durch geht, gilt die Relation TüiTU^^ OU.Ol]^ oder. 
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d&TUiOU^^l ist, TU^ ^OU^ und TO « U^ U^ Daraus folgt weiter 
Jl/gJlfj = OM^, wenn eine in T auf d errichtete Normale durch ifg 
auf n geht, und schließlich OJl^ = -ä^-i*^. 

1^ 





Fig, 72. 



Fig. 73. 



Daher folgende Konstruktion. Ist d ein beliebiger Durch- 
messer der Parabel und s seine Tangente im Endpunkt, sind 
ferner t und n Tangente und Normale in einem Punkte 0, so er- 
richte man in T ^ t X d eine Normale auf d und fälle von T ein 
Lot auf s, dann schneiden diese beiden Geraden auf n die Länge 
des Krümmungsradius ab. 

Ist insbesondere d die Achse und s die Scheiteltangente (Fig. 73), 
so liegt M^ auf d, und es ist OM^ = 20 R [R ^ s x n). Auf jeder 
Parabelnormalen gibt die vom Parabelpunkt und der Achse be- 
grenzte Strecke, vermehrt um die doppelte vom Parabelpunkt und 
der Scheiteltangente begrenzte Strecke, die Länge des betreffenden 
Krümmungsradius. 



Gemeinsame Elemente zweier Kegelschnitte. 

BOschel und Scharen von Kegelschnitten. Perspektive Lage 

zweier beliebiger Kegelschnitte. 

118. Vier Punkte einer Ebene Vier Gerade einer Ebene be- 
bestimmen mit jedem beliebigen stimmen mit jeder beliebigen fünf- 
fünften Punkte einen Kegelschnitt, ten Geraden einen Kegelschnitt. 
Daher gelten die dualen Sätze: 

Durch vier Grundpunkte Vier Grundlinien a, b, c, d 

Ä, B, C, I) einer Ebene, von einerEbene, von denen keine 

denen keine drei in einer drei sich in einem Punkte 
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Geraden liegen, gehen un- schneiden, werden vonunend- 
endlich viele Kegelschnitte; lichvielenKegelschnittenbe- 
ihie Gesamtheit heißt Kegel- rührt; ihre Gesamtheit heißt 
Schnittbüschel. Durch jeden Kegelschnittschar. Jede Ge- 
Punkt der Ebene geht ein radederEbenewirdvoneinem 
und nur ein Kegelschnitt des und nur von einem Kegel- 
Büchels. schnitt der Schar berührt. 

Hiemach ist klar, daß zwei Kegelschnitte k und Äj vier Schnitt- 
punkte und vier gemeinsame Tangenten besitzen können; daß sie 
aber auch immer wirklich vier gemeinsame Punkte und vier gemein- 
same Tangenten haben müssen, wird weiterhin gezeigt werden. Zu- 
nächst ist hervorzuheben, daß die vier Schnittpunkte (und ebenso 
die gemeinsamen Tangenten) teilweise oder alle vier imaginär werden 
können, denn nach 82 kann man stets einen Kegelschnitt konstruieren^ 
der durch zwei Paare konjugiert imaginärer Punkte und einen reellen 
Punkt geht, oder der zwei Paare konjugiert imaginärer Geraden und 
eine reelle Gerade berührt. ^^) 

114, Zwei Kegelschnitte besitzen stets eine gerade 
Zahl (0, 2 oder 4) von reellen Schnittpunkten und von reellen 
gemeinsamen Tangenten. Wir beweisen nur den ersten Teil des 
Satzes, der zweite folgt dann daraus durch Anwendung des Prinzipes 
der Dualität. In bezug auf einen Kegelschnitt k liegen nun die 
Punkte einer Ebene teils innerhalb und teils außerhalb (258 Bd. I). 
Der Kegelschnitt k schneidet also die ganze Ebene in zwei Gebiete, 
von denen das eine die inneren, das andere die äußeren Punkte 
umfaßt. Bei der Hyperbel gibt es scheinbar zwei getrennte Gebiete 
innerer Punkte, dieselben hängen aber im Unendlichen zusammen. 
Denn schneidet eine Gerade beide Hyperbeläste, so liegen die Punkte 
der von der Hyperbel begrenzten endlichen Strecke außerhalb, die 
andern Punkte innerhalb der Kurve; die beiden unendlichen Strecken 
der Geraden hängen aber im Unendlichen zusammen. Das zeigt 
sich auch, wenn man die Hyperbel als perspektives Bild eines Kreises 
betrachtet, wobei die iunern Punkte der Hyperbel aus den innern 
Punkten des Kreises hervorgehen. Schneidet daher ein Kegelschnitt k^ 
den Kegelschnitt k in einem reellen Punkte Ä und durchläuft ein 
Punkt den Kegelschnitt k^, der ja eine in sich geschlossene Kurve 
ist, in einem bestimmten Bewegungssinne, so wird er beim Passieren 
von A aus seiner Anfangslage im äußeren Gebiete in das innere 
Gebiet von k übergehen. Nach Durchlaufen des ganzen Kegel- 
schnittes k^ gelangt der Punkt wieder in seine Anfangslage, d. h. in 
das äußere Gebiet zurück, er muß also auf seinem Wege nochmals 
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den Kegelschnitt k überschreiten. Ein reeller Schnittpunkt A von h 
und Äj erfordert also mindestens einen zweiten reellen Schnittpunkt ß, 
und ganz ebenso überzeugt man sich, daß ein dritter reeller Schnitt- 
punkt einen vierten nach sich zieht Damit ist aber der obige Satz 
bewiesen. Wir werden weiterhin erkennen, daß die imaginären 
Schnittpunkte und gemeinsamen Tangenten von k und k^ paarweise 
konjugiert imaginär sein müssen. 

116. Die Untersuchung der gemeinsamen Elemente zweier Kegel- 
schnitte k und Äj basiert auf den Eigenschaften der harmonischen 
Pole und Polaren, und wir wollen daher, bevor wir in diese Unter- 
suchungen selbst eintreten, folgenden Doppelsatz vorausschicken und 
beweisen. 

Wenn zwei Paare Gegen- 
seiten eines vollständigen 
Vierecks harmonische Pola- 
ren einesKegelschnittes sind, 
so besitzt das dritte Paar 
die gleiche Eigenschaft; das 
Viereck heißt Polviereck. 



Wenn zwei Paare Gegen- 
ecken eines vollständigen 
Vierseits harmonische Pole 
eines Kegelschnittes sind, 
so besitzt das dritte Paar 
die gleiche Eigenschaft; das 
Vierseit heißt Polvierseit. 



Es seien s eine Seite des Vierseits und Ä, B C A\q auf ihr 
liegenden Ecken, femer seien A\ £', C die zugehörigen Gegenecken. 

In bezug auf einen gegebenen Kegel- 
schnitt k mögen J, Ä' und ebenso B, 
B' harmonische Pole und 8 der Pol 
von * sein (Fig. 74). Dann ist SA' 
die Polare von A, denn diese muß 
einerseits durch den Pol S von s und 
andererseits durch den zu A harmo- 
nischen Pol A' gehen; ebenso ist SB' 
die Polare von B, Die harmonischen 
Polaren durch S bestimmen eine Invo- 
lution, von der SA und SA\ sowie SB 
und SB' je ein Strahlenpaar vorstellen. 
Nach 229 Bd. I bilden auch SC und 
SC ein Strahlenpaar der genannten 
Involution und sind somit harmonische 
Polaren. Daraus folgt weiter, daß C der Pol von SC ist; denn der 
Pol von SC liegt sowohl auf der zugehörigen harmonischen Polare 
SC als auf der Polare s von S. Damit ist der erste Satz bewiesen, 
das Gesetz der Dualität liefert sodann den zweiten. 




Fig. 74. 
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116. Wir gehen bei unseren weiteren Betrachtungen von zwei 
beliebigen, einer Ebene angehörigeü Kegelschnitten k und Äj aus. 
Offenbar gibt es im allgemeinen zu jedem Punkte P der Ebene 
einen einzigen harmonischen Pol P' in bezug auf beide Kegelschnitte. 
Sind p und p^ die Polaren von P bezüglich k resp. k^, so ist 
P' =z p X Pi bezüglich beider Kegelschnitte der zu P gehörige har- 
monische Pol. Hier gilt nun ersichtlich der Satz: Bewegt sich 
ein Punkt P auf einer Geraden ff, so bewegt sich der ihm 
in bezug auf ä und k^ zugehörige harmonische Pol P' auf 
einem Kegelschnitt /; dieser enthält die Pole G und ö^^ 
von ff bezüglich k resp. ky Denn dem Punkte P von ff gehören 
hinsichtlich k resp* k^ zwei Polaren p resp. jo, zu, die durch G resp. 
G^ gehen* Bewegt sich also P auf ff, so drehen sich p und p^ um G 
und G^ respektive; dabei ist nach 31 die von P auf <7 erzeugte Punkt- 
reihe projektiv zu den von p resp. p^ erzeugten Strahlbüscheln mit den 
Scheiteln G resp. Gy Diese Büschel sind somit selbst projektiv und 
erzeugen einen Kegelschnitt ff', der durch ihre Scheitel hindurchgeht. 

Auf jeder Geraden ff liegen zwei reelle oder konjugiert 
imaginäre, gemeinsame harmonische Pole von k und ky 
Denn auf ff bilden die harmonischen Pole von h eine Involution und 
die harmonischen Pole von k^ eine andere Involution; beide haben 
aber ein reelles oder konjugiert imaginäres Punktepaar gemein. 
Konjugiert imaginär sind die gemeinsamen harmonischen Pole auf ff 
nach 78 nur dann, wenn ff beide Kegelschnitte in reellen Punkten 
schneidet, und jedes dieser beiden Punktepaare auf ff durch das 
andere getrennt wird. 

117. Den soeben abgeleiteten Eesultaten stehen die folgenden 
dual gegenüber* Zu jeder Geraden gibt es eine einzige Gerade, die 
ihr in bezug auf zwei Kegelschnitte k und k^ als harmonische Polare 
zugehört. Dreht sich eine Gerade um einen Punkt P, so 
umhüllt die ihr in bezug auf k und Äj zugehörige har- 
monische Polare einen Kegelschnitt; dieser berührt die 
Polaren p und p^ von P bezüglich k resp. k^. Durch jeden 
Punkt P gehen zwei reelle oder konjugiert imaginäre, ge- 
meinsame harmonisohe Polaren von k und ky Konjugiert 
imaginär werden diese harmonischen Polaren nur dann, wenn man 
aus P an jeden der beiden Kegelschnitte ein reelles Tangentenpaar 
legen kann und jedes Tangentenpaar durch das andere getrennt wird. 

118. Wir betrachten jetzt zwei Gerade ff und h und bestimmen 
ganz wie in 116 die zugehörigen Kegelschnitte ff' und A', deren 
Punkte die harmonischen Pole zu den Punkten von ff resp. h in 
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bezug auf beide Kegelschnitte k und k^ sind. Dem Schnittpunkt 
Srssff Xh gehört als harmonischer Pol bezüglich k und Äj ein Punkt 
S' zu, der zugleich auf ff' und /*' liegt Demnach haben die 
Kegelschnitte ff' und h* noch mindestens einen weiteren reellen 
Schnittpunkt L gemein. Da der Punkt Z sowohl auf ff' als auf /*' 
liegt, gehört ihm sowohl auf ff als auf h ein harmonischer Pol zu. 
Die Verbindungslinie / dieser beiden Pole ist somit die Polare von X 
hinsichtlich beider Kegelschnitte k und k^\ denn die Polare eines 
Punktes enthält alle seine harmonischen Pole (30). Es gibt stets 
einen reellen Punkt L, dem in bezug auf zwei gegebene 
Kegelschnitte k und Aj die nämliche Polare / zukommt. 

119. Auf / liegen nach 116 zwei reelle oder konjugiert ima- 
ginäre, gemeinsame harmonische Pole von k und k^. Diese bilden 
zusammen mit L die Ecken eines beiden Kegelschnitten gemeinsamen 
Polardreiecks, da je zwei seiner Ecken harmonische Pole bezüglich 
beider Kegelschnitte sind. Zwei Kegelschnitte k und k^ besitzen 
immer ein gemeinsames Polardreieck; von diesem ist stets 
eine Ecke L und die gegenüberliegende Seite / reell. Die 
beiden andern Ecken -Jf und N sind ebenfalls reell; aus- 
genommen den Fall, daß / beide Kegelschnitte zugleich 
schneidet und ihre Schnittpunkte mit h durch einen ihrer 
Schnittpunkte mit k^ getrennt werden; alsdann sind sie 
konjugiert imaginär. 

130. Wiederum sei Z der reelle Punkt, dem in bezug auf k 
und k^ die nämliche Polare / zukommt. Legt man nun durch Z 
irgend eine Gerade ff, so liegen ihre Pole G und G^ bezüglich k 
resp. Äj auf /. Die Punktreihe auf ff und die beiden Strahlbüschel 
mit den Scheiteln G resp. G^ sind projektiv, wenn man jedem Punkt 
von ff seine Polaren bezüglich k resp. Aj zuordnet. Die beiden 
Strahlbüschel haben aber den Strahl GG^=^l entsprechend gemein 
(da / die Polare von Z für beide Kegelschnitte ist), sie sind also 
perspektiv. Demnach liegen die Schnittpunkte ihrer entsprechenden 
Strahlen, d. h. die harmonischen Pole zu den Punkten von ff, auf 
einer Geraden /. Diese geht ebenfalls durch Z, da Z der harmo- 
nische Pol zu ^ X / ist. Auf diese Weise werden die Strahlen 
durch Z einander paarweise zugeordnet derart, daß jedem Punkt 
des einen ein Punkt des andern als harmonischer Pol in bezug auf 
beide Kegelschnitte zukommt Da das Entsprechen vertauschbar ist, 
bilden die Strahlenpaare durch Z eine Involution. Je zwei gemein- 
same harmonische Pole von k und k^ liegen auf zwei entsprechenden 
Strahlen dieser Involution. Alle Punktepaare der Ebene, die 
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zugleich harmonische Pole von k und k^ sind, werden aus 
L durch die Strahlenpaare einer Involution projiziert 
Insbesondere bilden die durch L gehenden Seiten des beiden Kegel- 
schnitten gemeinsamen Polardreiecks ein Strahlenpaar dieser In- 
volution. 

131. Die Doppelstrahlen der Strahleninvolution mit dem 
Scheitel L haben die Eigenschaft, daß jedem Punkt eines solchen 
Strahles wieder ein Punkt des nämlichen Strahles als gemeinsamer 
harmonischer Pol (bezüglichÄ undAJ entspricht. Demnach ist jeder 
Doppelstrahl der Träger einer Punktinvolution, deren 
Punktepaare harmonische Pole in bezug auf beide Kegel- 
schnitte sind. Die Doppelelemente der soeben genannten Punkt- 
involution liegen sowohl auf k wie auf k^ (32); durch L gehen also 
zwei reelle oder konjugiert imaginäre Strahlen, von denen jeder mit 
beiden Kegelschnitten die nämlichen (reellen oder imaginären) Punkte 
gemein hat und die man deshalb als gemeinsame Sehnen von k 
und Äj bezeichnet. Diese gemeinsamen Sehnen durch L liegen 
harmonisch zu den beiden von L ausgehenden Seiten des gemein- 
samen Polardreiecks (223 Bd. I), 

133. Die dualen Betrachtungen ergeben, daß alle Geraden- 
paare der Ebene, die zugleich harmonische Polaren von k 
und Äj sind, auf der Seite / des gemeinsamen Polardrei- 
ecks eine Punktinvolution ausschneiden. Die auf / liegenden 
Ecken des Polardreiecks bilden ein Punktepaar dieser Involution. 
Ihre Doppelpunkte bilden die Scheitel von Strahlen- 
involutionen, deren Strahlenpaare harmonische Polaren 
in bezug auf beide Kegelschnitte sind. Die Doppelstrahlen 
dieser Strahleninvolutionen berühren zugleich k und k^ (32); auf / 
liegen also zwei reelle oder konjugiert imaginäre Punkte, durch 
jeden von ihnen gehen zwei (reelle oder imaginäre) gemeinsame 
Tangenten an k und k^ Die beiden Punkte auf l mit gemeinsamen 
Tangenten liegen harmonisch zu den beiden auf / befindlichen 
Ecken des Polardreiecks. 

138. In bezug auf die ßealitätsverhältnisse ist noch folgendes 
zu bemerken. Sind die durch L gehenden Seiten des gemeinsamen 
Polardreiecks reell, so können die gemeinsamen Sehnen durch L 
reell oder konjugiert imaginär sein. Sind jene Seiten aber kon- 
jugiert imaginär, so müssen die gemeinsamen Sehnen durch L reell 
sein (77). Die auf reellen Sehnen durch L liegenden Involu- 
tionen gemeinsamer harmonischer Pole haben entweder beide reelle 
Doppelpunkte, oder keine von ihnen hat reelle Doppelpunkte, oder 
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nur eine von ihnen hat solche. In dem ersten und zweiten Fall 
können die Punktinvolutionen in zweifacher Weise durch die näm- 
liche reelle Strahleninvolution ausgeschnitten werden (80); die Scheitel 
dieser Strahleninvolutionen seien M und iV. Im ersten Falle be- 
sitzen k und Äj vier reelle Schnittpunkte, deren Verbindungslinien 
(Sehnen) sich paarweise in den reellen Ecken Z, M und JV des 
gemeinsamen Polardreiecks schneiden. Im zweiten Falle haben k 
und Äj zwei Paare konjugiert imaginärer Punkte gemein; durch L 
gehen zwei reelle, durch M und N je zwei konjugiert imaginäre 
Sehnen, M und N bestimmen aber wie vorher mit Z ein reelles 
gemeinsames Polardreieck. Im dritten Falle haben k und k^ zwei 
reelle und zwei konjugiert imaginäre Punkte gemein; jetzt ist vom 
gemeinsamen Polardreieck nur noch eine Ecke Z und eine Seite / reell, 
seine beiden auf / liegenden Ecken sind jedoch konjugiert imaginär. 

Sind die Ecken L, ]U, N des gemeinsamen Polardreiecks reell, 
so können nach obigem die beiden Sehnen durch L auch kon- 
jugiert imaginär sein. Dann müssen auch die Sehnen durch Jlf (oder 
N) imaginär sein; denn wären gleichzeitig die Sehnen durch Mnnd. N 
reell, so besäßen sie vier reelle Schnittpunkte, die zugleich Schnitt- 
punkte von k und k^ wären, und die Sehnen durch L wären eben- 
falls reell. Wir haben also hier zwei Strahleninvolutionen mit den 
Scheiteln L und M, deren Doppelstrahlen die genannten konjugiert 
imaginären Sehnen sind. Es gibt aber zwei reelle Gerade, von denen 
jede beide Strahleninvolutionen in der nämlichen Punktinvolution 
schneidet. Diese beiden reellen Geraden gehen nach 79 u. 80 
durch den Punkt N, da dem Strahl LM in den genannten Strahlen- 
involutionen die Strahlen LN resp. MN entsprechen. Je zwei ent- 
sprechende Punkte P und Pj der auf einer solchen Geraden liegen- 
den Involution sind gemeinsame harmonische Pole von k und k^\ 
denn sie liefern mit L resp. M verbunden entsprechende Strahlen 
der bezüglichen Strahleninvolutionen, wie das nach 120 für gemein- 
same harmonische Pole sein muß. Die beiden reellen Geraden 
durch N sind also Träger von Involutionen, deren Punktepaare ge- 
meinsame harmonische Pole von k und k^ sind, d. h. jede von ihnen 
hat mit beiden Kegelschnitten k und k^ die nämlichen beiden kon- 
jugiert imaginären Punkte gemein. Dieser Fall stimmt also mit dem 
weiter oben erwähnten zweiten Fall überein, nur spielt hier der 
Punkt N die EoUe, die dort dem Punkt L zukommt. 

124. Das Prinzip der Dualität gestattet uns noch folgende 
Resultate den vorigen hinzuzufügen. Besitzen zwei Kegelschnitte k 
und Äj ein gemeinsames reelles Polardreieck LMN, so haben sie 
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entweder vier reelle gemeinsame Tangenten, oder dieselben sind 
paarweise konjugiert imaginär. Im ersten Falle liegen ihre sechs 
reellen Schnittpunkte paarweise auf den Seiten des Polardreiecks. 
Im zweiten Falle liegen nur auf einer Seite des Polardreiecks zwei 
reelle Punkte, in denen sich je zwei konjugiert imaginäre gemein- 
same Tangenten schneiden, während jede der beiden andern Seiten 
zwei konjugiert imaginäre Schnittpunkte dieser Tangenten trägt. 
Hat jedoch das gemeinsame Polardreieck von k und Äj nur eine 
reelle Ecke Z und eine reelle Seite /, so liegen auf / zwei reelle 
Punkte, in denen sich je zwei gemeinsame Tangenten von k und Äj 
schneiden. Die gemeinsamen Tangenten aus einem dieser beiden 
Punkte sind reell, aus dem andern aber konjugiert imaginär. Denn 
die Annahme, daß die Tangenten aus beiden Punkten reell, oder 
aus beiden Punkten konjugiert imaginär seien, würde zu einem 
völlig reellen gemeinsamen Polardreieck führen. 

126. Wir fassen nun unsere Eesultate in die folgenden Sätze 
zusammen: 

Zwei Kegelschnitte k und k^ haben stets vier Punkte 
und vier Tangenten gemein; die nicht reellen unter ihnen 
sind paarweise konjugiert imaginär. Ferner besitzen sie 
ein gemeinsames Po- j^r 
lardreieck, das ent- 
weder ganz reell ist, 
oder eine reelle Ecke 
und eine reelle Seite 
aufweist. 

Ist das gemein- 
samePolardreiecki/ilßV 
völlig reell, so sind 
vier verschied eneFälle 
zu unterscheiden. 

ä) Alle gemein- 
samen Punkte und 
Tangenten von k und 
Äj sind reell. Dann lie- 
gen die Punkte paarweise 




Fig. 75. 



auf sechs reellen Strahlen; durch jede Ecke des Polardreiecks gehen 
zwei von ihnen, sie teilen den bez. Winkel harmonisch. Ebenso 
schneiden sich die Tangenten paarweise in sechs reellen Punkten; 
auf jeder Seite des Polardreiecks liegen zwei von ihnen, sie teilen 
die bez. Seite harmonisch (Fig. 75). 
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konjugiert 
alle reell. 



ß) Alle gemeinsamen Punkte sind reell, die gemein- 
samen Tangenten aber paarweise konjugiert imaginär. Für 

-ßY die Punkte gilt wieder 
das unter cc) Gesagte. Auf 
einer Seite des Polar- 
dreiecks liegen zwei reelle 
Punkte, durch die je 
zwei konjugiert imaginäre 
gemeinsame Tangenten 
gehen; sie teilen die Seite 
harmonisch. Die übrigen 
Schnittpunkte der Tan- 
genten liegen paarweise 
auf den beiden andern 
Seiten und sind konjugiert 
imaginär (Fig. 76). 

y) Die gemeinsamen 

Punkte sind paarweise 

imaginär, die gemeinsamen Tangenten aber 

Für die Tangenten gilt dann das unter a) Gesagte. 

Durch eine Ecke 

des Polardreiecks 
gehen zwei reelle 
Strahlen, auf denen 
je zwei konjugiert 
imaginäre gemein- 
same Punkte liegen; 
sie teilen den bez. 
Winkel harmonisch. 
Die übrigen Ter* 
bindungslinien der 
Punkte gehen paar- 
weise durch die bei- 
den andern Ecken 
und sind konjugiert 
imaginär (Fig. 77). 
d) Sowohl die gemeinsamen Punkte wie die gemein- 
samen Tangenten sind paarweise konjugiert imaginär. Hier 
gehen durch eine Ecke des Polardreiecks zwei reelle Strahlen, die 
je zwei konjugiert imaginäre gemeinsame Punkte tragen und den 
bez. Winkel harmonisch teilen. Zugleich liegen auf einer Seite des- 
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selben zwei reelle Punkte, die je zwei konjugiert imaginäre gemein- 
same Tangenten aussenden und die Seite harmonisch teilen (Fig. 78). 
Jene Ecke mit den 
reellen Strahlen und 
diese Seite mit den 
reellen Punkten lie- 
gen einander gegen- 
über; der Beweis 
hierfür findet sich 
weiter unten (129). 

Ist vom ge- 
rn einsamen Polar- 
dreieck nur eine 
Ecke L und die 
gegenüberliegen- 
de Seite / reell, 
so erhalten wir 
den weiterenFall: 

a) Von den gemeinsamen Punkten und Tangenten sind 
je zwei reell und je zwei konjugiert imaginär. Durch L 




Fig. 78. 




Fig. 79. 



gehen zwei reelle Strahlen, der eine trägt die reellen, der andere 
die konjugiert imaginären gemeinsamen Punkte. Auf / liegen zwei 
reelle Punkte, der eine sendet die reellen, der andere die konjugiert 
imaginären Tangenten aus (Fig. 79). 

136. Zur Konstruktion der einzelnen Figg. 75 — 79 dienen 
noch die folgenden Betrachtungen. Wie wir sahen, liegen auf jeder 
Seite des gemeinsamen Polardreiecks von k und k^ die beiden 
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Punkte, welche die gemeinsamen Tangenten aussenden, harmonisch 
zu den Punkten, die irgend zwei gemeinsame harmonische Polaren 
von k und k^ auf ihr ausschneiden. Ebenso liegen in jeder Ecke 
des Polardreiecks die beiden Strahlen, welche die gemeinsamen 
Punkte tragen, harmonisch zu den Strahlen, welche die Ecke mit 
irgend zwei gemeinsamen harmonischen Polen von k und Jt^ ver- 
binden.. Es sei nun L eine Ecke und 7 eine Seite des gemeinsamen 
Polardreiecks, femer seien i und j zwei reelle Strahlen durch Z, 
welche je eine Involution gemeinsamer harmonischer Pole tragen, 
deren (reelle oder imaginäre) Doppelpunkte also gemeinsame Punkte 
von Ä und k^ sind. Endlich mögen P und P' ein Paar gemeinsamer 
harmonischer Pole auf i und Q und Q' ein derartiges Paar auf ^* 
bedeuten. Die Involution gemeinsamer harmonischer Pole auf i ist 
durch die Punktepaare P, P' und L, i x l bestimmt, die Involution 
auf j durch die Punktepaare Q, Q' und X, j x /. Suchen wir dann 
den Pol / von i in bezug auf k auf und den Pol /, von i in be- 
zug auf Zfj, so sind- PJ und P'J^ gemeinsame harmonische Polaren 
von k und k^\ gleiches gilt für PJ^ und P'J. In der Tat ist PJ 
die Polare von P' in bezug auf k, also sind PJ und P'J^ harmonische 
Polaren von k] es ist aber auch P'J^ die Polare von P in bezug auf 
k^, so daß P'J^ und PJ auch harmonische Polaren von \ sind. 
Ist i eine gemeinsame Sehne von h und k^ und sind /und J^ 
ihre Pole bezüglich k resp. Äj, so gehört zu jedem Strahl 
durch / als gemeinsame harmonische Polare ein Strahl 
durch J^\ je zwei derartige Strahlen schneiden auf i zwei 
gemeinsame harmonische Pole aus. Daraus folgt weiter: 
/ und /j gehören einer Seite des gemeinsamen Polar- 
dreiecks an und liegen harmonisch zu den beiden Punkten, 
welche die gemeinsamen Tangenten der Kegelschnitte auf 
ihr ausschneiden (122). 

Natürlich gelten auch die dualen Sätze: Ist H ein Punkt, von 
dem sich zwei (reelle oder imaginäre) gemeinsame Tangenten an k 
und Ä, legen lassen, und sind h und h^ seine Polaren bezüglich k 
resp. Äj, so gehört zu jedem Punkt von h als gemeinsamer har- 
monischer Pol ein Punkt von h^\ je zwei derartige Punkte liefern 
mit H verbunden zwei gemeinsame harmonische Polaren von k und k^ 
h und Äj enthalten eine Ecke des gemeinsamen Polardreiecks und 
liegen harmonisch zu den beiden durch die Ecke gehenden ge- 
meinsamen Sehnen der Kegelschnitte. 

127, In Figg. 75 und 76 sind J, B, C, D die den beiden Kegel- 
schnitten k und Äj gemeinsamen reellen Punkte, zugleich sind t und t^ 



Die Kegelschnitte, 89 



die bezüglichen Tangenten in Ä. Ist dann AB x CD ^ L, BC X AB 
= My BD X AC = i\', und setzt man MN = /, iVZ = m, LM= v, so 
sind J= t X l und J^ = t^^ x l die Pole von i = AB in bezug auf 
k und ky Die Punkte if und G von /, in denen sich die gemein- 
samen Tangenten der beiden Kegelschnitte paarweise schneiden, 
teilen die Punktepaare M, j\^ und /, /^ harmonisch. Ähnliches gilt 
für die Seiten m und n. Man sieht, daß in Fig. 75 t und f^ jede 
Seite des Dreiecks LMN entweder in zwei zwischen den Ecken oder 
zwei außerhalb liegenden Punkten schneiden; deshalb liefern die 
gemeinsamen Tangenten auf jeder Seite zwei reelle Schnittpunkte. 
In Fig. 76 wird dagegen nur eine Seite gleichzeitig von t und \ 
in Punkten geschnitten, von denen keiner zwischen den Ecken liegt. 

188. In Figg. 77 und 78 sind i und j die beiden gemein- 
samen Sehnen, die je ein Paar konjugiert imaginärer gemeinsamer 
Punkte von ä und \ tragen. Auf i und j liegen Involutionen ge- 
meinsamer harmonischer Pole. P, P' auf z und Q, Q' auf J mögen 
solche Paare gemeinsamer harmonischer Pole sein. Natürlich muß 
man zur Festlegung dieser Involutionen auf i und j noch je ein 
weiteres Punktepaar kennen. Sucht man dann in jeder der beiden 
Involutionen zu L ^ i xj den entsprechenden Punkt, so ist ihre 
Verbindungslinie die Polare / von L in bezug auf beide Kegel- 
schnitte. Die Ecken M und N des Polardreiecks sind diejenigen 
Punkte auf /, aus denen sich die auf i und j liegenden Involutionen 
durch die nämliche Strahleninvolution projizieren (120). Man er- 
hält denmach M und N als die beiden Punkte der Geraden /, die 
sowohl zu ihren Schnittpunkten mit i und j, als auch zu ihren 
Schnittpunkten mit PQ' und P'Q harmonisch liegen (vergl. 79). 
Nimmt man nun noch / und J^ als Pole von i in bezug auf ä 
resp. Äj an, so sind diese Kegelschnitte bestimmt und können leicht 
gezeichnet werden. Die Schnittpunkte der gemeinsamen Tangenten 
mit / liegen harmonisch zm M, N und zu /, J^ Die Schnittpunkte 
der gemeinsamen Tangenten mit m (oder n) werden durch L, N 
(oder L, M) einerseits und durch P/, P'J^ andererseits harmonisch 
geteilt. In Fig. 77 sind die gemeinsamen Tangenten reell und 
schneiden auf allen Seiten des Dreiecks LMN reelle Punkte aus. 

139. In Fig. 78 sind die gemeinsamen Tangenten paarweise 
konjugiert imaginär, jedes Paar schneidet sich in einem reellen 
Punkte von /. Um dies zu erkennen, schließen wir folgendermaßen: 
L liegt außerhalb der Kegelschnitte k und k^, denn sonst würden 
die reellen Sehnen i und J durch L sie in reellen Punkten schneiden. 
Somit muß l beide Kegelschnitte in reellen Punkten treffen. Die 
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Schnittpunkte von k mit / liegen aber sowohl zu M und N als 
auch zu / und i harmonisch; demnach befinden sich i X / und J 
entweder beide auf der Strecke MN, oder beide auf ihrer Ver- 
längerung. Ebenso müssen sich ixl und J^ verhalten, so daß 
auch / und J^ entweder beide auf der Strecke MN, oder beide auf 
ihrer Verlängerung liegen. Es gibt also zwei reelle Punkte G 
und H auf /, die gleichzeitig zu M, N und zu /, J^ harmonisch 
liegen; in jedem von ihnen schneiden sich zwei konjugiert imaginäre 
gemeinsame Tangenten von k und k^ Dagegen gibt es auf n keine 
Punkte, die zu L und M, sowie zu den Schnittpunkten von n mit 
PJ und P'/j harmonisch liegen, d. h. die gemeinsamen Tangenten 
von k und k^ schneiden auf n keine reellen Punkte aus. 

180. In Fig. 79 ist i die Sehne durch die reellen Schnitt- 
punkte Ä und By sowie j die Sehne durch die konjugiert imaginären. 
Die letzteren sind wieder durch eine Involution bestimmt, von der 
P, P' und L ^ i xj, j X l Punktepaare sind {Ä und £ werden 
durch fj und / harmonisch getrennt). Femer mögen in A die 
Tangenten t und ^^ an k und k^ gegeben sein, dann lassen sich die 
Kegelschnitte zeichnen. Die Punkte G und H von /, in denen sich 
die gemeinsamen reellen bezw. konjugiert imaginären Tangenten 
schneiden, liegen einerseits harmonisch zu den Polen / und J^ von i 
in bezug auf k resp. Äj und andererseits zu den Polen Y und Y^ 
von j in bezug auf k und ä^. 

131, Zwei Kegelschnitte k und k^ bestimmen einen 
Kegelschnittbtischel, dessen Kurven alle die vier Schnitt- 
punkte von k und k^ als Grundpunkte enthalten.^^) Zu den 
Kegelschnitten des Büschels gehören auch die Geradenpaare durch 
diese Grundpunkte, von denen eins oder drei reell sind. Die Schnitt- 
punkte der drei Geradenpaare sind die Ecken des allen Kegel- 
schnitten gemeinsamen Polardreiecks. Zwei Punkte, welche 
harmonische Pole in bezug auf k und k^ sind, sind es auch 
in bezug auf jeden andern Kegelschnitt des Büschels. 
Die vier gemeinsamen Punkte von k und k^, mögen sie reell oder 
ganz oder teilweise imaginär sein, liegen stets paarweise auf zwei 
reellen Geraden i und j. Auf jeder von den beiden Geraden bilden 
die gemeinsamen harmonischen Pole von k und k^ eine Involution. 
Ist P ein beliebiger Punkt, so gibt es durch ihn ein Strahlenpaar, 
das zugleich aus i und j je ein Punktepaar der betreffenden In- 
volutionen ausschneidet. Es ist das nichts anderes als das gemein- 
same Strahlenpaar der beiden Strahleninvolutionen, deren Strahlen P 
mit den Punkten der Involutionen auf i resp. j verbinden. Sei 
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Q, Q' das genannte Pimktepaar auf i und R, E dasjenige auf J, 
so daß QR und Q'Ä' durch P gehen, so ist P'= QÄ' X Q'Ä der 
harmonische Pol zu P in bezug auf k ^und Aj (115). Q> Q' sind 
aber auch harmonische Pole in bezug auf jeden andern Kegelschnitt 
des Büschels, und gleiches ist für R, R' der Fall. Demnach sind 
auch P, P' harmonische Pole für alle Kegelschnitte des Büschels. 
Die Punktepaare Q, §' und Ä, Ä', die beim Beweise auftreten, sind 
nach 78 stets reell, solange nicht alle vier Grundpunkte des Büschels 
reell sind. In diesem Falle können sie auch konjugiert imaginär 
sein, doch behält auch dann der Beweis mit einiger Modifikation 
seine Gültigkeit. 

Dem obigen Satze kann man noch die folgenden Formen geben. 
Die Polaren eines beliebigen.Punktes in bezug auf alle 
Kegelschnitte eines Büschels schneiden sich in einem 
zweiten Punkt. Auf jeder Geraden schneiden die Kegel- 
schnitte eines Büschels eine Involution aus. Denn jede Ge- 
rade enthält ein Paar gemeinsamer harmonischer Pole von h und k^ , 
die somit die gleiche Eigenschaft in bezug auf alle andern Kegel- 
schnitte des Büschels besitzen, so daß ihre Schnittpunktpaare zu 
denselben harmonisch liegen. 

183. Den vorstehenden Sätzen lassen wir noch die dualen 
folgen, ohne sie jedoch besonders zu beweisen. Zwei Kegel- 
schnitte k und Äj bestimmen eine Kegelschnittschar, deren 
Kurven alle die vier gemeinsamen Tangenten von k und \ 
als Grundlinien berühren. Zu den Kegelschnitten der Schar 
gehören auch die Punktepaare, in denen sich diese Tangenten, in 
zwei Paare verteilt, schneiden; von denselben sind eins oder drei 
reell. Die Verbindungslinien der drei Punktepaare sind die Seiten 
des allen Kegelschnitten gemeinsamen Polardreiecks. Zwei Ge- 
rade, welche harmonische Polaren in bezug auf k und k^ 
sind, ^ind es auch in bezug auf jeden andern Kegelschnitt 
der Schar. Die Pole einer beliebigen Geraden in bezug 
auf alle Kegelschnitte einer Schar liegen auf einer zweiten 
Geraden. In jedem Punkt bilden die Tangentenpaare an 
alle Kegelschnitte einer Schar eine Involution. 

183. Zwei Gerade u und «?, die durch reelle Grund- 
punkte A und B eines Kegelschnittbüschels gezogen sind, 
werden von seinen Kurven in Perspektiven Punktreihen 
geschnitten. Es seien ä, ä^, Äg, . . . Kurven des Büschels und 5, 
Äj, «2, . . . die Polaren von 5= m x » in bezug auf die einzelnen 
Kurven; dann gehen alle diese Polaren durch einen Punkt 8\ der 
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dem Punkt 8 als harmonischer Pol in bezug auf den Büschel zu- 
gehört (131). Die Polaren s, s^, s^, . , . schneiden demnach auf u 
und V Perspektive Punktreihen U, U^, U^, . . . resp. V, F^, V^, . . . 
aus. Femer schneiden k, k^, k^, . . . auf u und v zwei Punktreihen 
P, P^, P^, . . . resp. Q, Qi, Q2f ' ' ' aus, die sich durch die erst- 
genannten Reihen bestimmen; denn allgemein liegen P. und A zu 
S und U. harmonisch und ebenso Q^ und -B zu <S und F^ Deshalb 
sind die Punktreihen U, U^, U^y • - * und P, P^ -?£> • • • projektiv und 
ebenso die Reihen F, F^, F^, . . . und Q, Qi, Q2, - - - Denn läßt man 
in Fig. 138 Bd. I F, J, K, 8, T ungeändert und beschreibt E auf PS 
eine Punktreihe, so beschreibt R eine dazu projektive Reihe. Es 
müssen nun auch die Reihen P, P^, Pg, . . . und Q, Qj, Qg' • • • 
projektiv sein und sogar perspektiv, da 8 sich selbst entspricht als 
Schnittpunkt von u und v mit dem nämlichen Kegelschnitt. 

Der duale Satz zu dem obigen ist leicht anzugeben. 

134. Die beiden Kegelschnitte zu zeichnen, die durch 
vier gegebene Punkte A, P, C, I) gehen und eine gegebene 
Gerade g berühren. Alle Kegelschnitte durch A, B, C, D bilden 
einen Büschel und schneiden auf g die Punktepaare einer Involution 
aus. Geht insbesondere ein Kegelschnitt des Büschels durch einen 
Doppelpunkt dieser Involution, so muß er daselbst die Gerade g 
berühren. Man bestimme also auf g die beiden Punkte U und IT, 
die harmonische Pole in bezug auf alle Kurven des Büschels sind, 
dann sind sie die Berührungspunkte der gesuchten Kegelschnitte. 

Sind die vier Punkte A, ß, C, i? reell, so schneiden AB und CD 
und ebenso AC und BD je ein Punktepaar der vorher genannten 
Involution auf g aus; daraus lassen sich dann ihre Doppelpunkte U 
und U' konstruieren. Die folgende Konstruktion läßt sich verwenden, 
falls von den gegebenen Punkten ein Paar oder zwei Paare kon- 
jugiert imaginär sind. Es seien i und j die Geraden AB und CD 
(Fig. 80), und zwar mögen A, B auf i als Doppelpunkte einer In- 
volution definiert sein, von der P, P' und L, ixl zwei Punktepaai-e 
sind. Ebenso mögen C, D auf J als Doppelpunkte einer Involution 
mit den Punktepaaren Q, Q' und L, j xl definiert sein. Der Kegel- 
schnitt k des Büschels, der durch den Punkt E^gxl geht, 
schneidet g noch in einem Punkte F und / in einem Punkte E^, 
und zwar müssen FE und FE^ nach 33 auf i und j harmonische 
Pole ausschneiden, da i und j harmonische Polaren zu / in bezug 
auf k sind. Man suche also in der Involution auf i tm g x i den 
entsprechenden Punkt und ebenso in der Involution auf j zu g x j 
den entsprechenden. Die Verbindungslinie dieser beiden Punkte 
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schneidet / und y in Ji\ und F, Nun findet man U und U' wieder 
als Doppelpunkte einer Involution, der E, F und g X i, g Xj als 
Punktepaare angehören. 

Sind die gegebenen Punktepaare sowohl auf i wie auf j ima- 
ginär (wie in der Figur), so besitzt der Büschel, dem die gesuchten 
Kegelschnitte angehören, ein reelles gemeinsames Polardreieck. L ist 
eine Ecke dieses Dreiecks, seine Ecken M und iV trennen E und E^ 
sowie l X i und l Xj harmonisch. Sucht man noch auf jeder Seite 
des Polardreiecks den Punkt, der mit g zusammen die bez. Seite 
harmonisch teilt, so gehen durch diese Punkte die vier gemeinsamen 
Tangenten der gesuchten Kegelschnitte hindurch. Man kennt also 
von jedem vier Tangenten und deren Berührungspunkte. 

Ist eines der beiden Punktepaare reell, das andere imaginär, 
so bestimme man auf LU den Punkt V derart, daß UV durch L 
und / harmonisch geteilt wird. Dann sind EU und EF Tangenten 
der gesuchten Kegelschnitte, die sie in U und V resp. U' und V' 
berühren. Man kennt also von jedem zwei reelle Punkte und zwei 
reelle Tangenten mit ihren Berührungspunkten. 

Die beidenKegelschnitte zu zeichnen, die vier gegebene 
Gerade a, b, c, d berühren und durch einen gegebenen Punkt 
G gehen. Diese Aufgabe ist zu der vorangehenden dual, und ihre 
Lösung ergibt sich aus dem Gesagten, wenn man überall die dualen 
Konstruktionen verwendet. 





Fig. 80. 

135. Die vier Kegelschnitte zu zeichnen, die durch 
drei gegebene Punkte J, B, C gehen und zwei Gerade g und h 
berühren (Fig. 81). Diese Aufgabe schließt sich an die vorher- 
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gehende an und soll hier gelöst werden, obgleich sie mit dem Kegel- 
schnittbüschel nicht in näherem Zusammenhang steht. Der Punkt 
S = ff X h ist der Scheitel einer Strahleninvolution 3, der ff und h 
als Doppelstrahlen angehören; umgekehrt kann man durch eine 
solche Strahleninvolution 3 zwei reelle oder konjugiert imaginäre 
Gerade definieren. Sind sie Tangenten eines Kegelschnittes, so sind 
die Strahlenpaare der Involution harmonische Polaren desselben. 
Nun suche man dasjenige Strahlenpaar u, v! von 3* das zu 8A 
und 8B harmonisch liegt (78), sowie das Strahlenpaar r, v von % 
das zu SA und 80 harmonisch liegt. Schneiden m, u die Gerade AB 
in JJy U' und ebenso v, v die Gerade AC in F, F', so muß erstens 
entweder U der Pol von «' oder U' der Pol von u sein, und zweitens 
entweder F der Pol von «?' oder F' der Pol von v sein. Ist nämlich U 
nicht der Pol von u, so muß ein anderer Punkt U^ von u der Pol 
von u' sein. Die Polare von V muß dann sowohl durch U als auch 
durch U^ gehen, d. h. u ist dann die Polare von U'\ damit ist aber 
die Behauptung erwiesen. Wir haben sonach vier Fälle zu unter- 
scheiden, und jeder liefert einen von den gesuchten Kegelschnitten. 

1. ?7 ist Pol von u und F Pol von v, 

2. U ist Pol von u und F Pol von.«?, 

3. ü' ist Pol von u und F Pol von v, 

4. U' ist Pol von u und P Pol von v. 

Im ersten Falle wird UF die Polare von 8 = u x v sein, sie 
schneidet aus ff und h die Berührungspunkte mit einem unserer 
Kegelschnitte aus. Ferner findet man auf 8A, 8B, 8C die Kurven- 
punkte A^, B^y C^ dadurch, daß A und A^ durch 8 und UV har- 
monisch geteilt werden u. s. w. In gleicher Weise ergeben sich die 
drei übrigen Kegelschnitte. Die Aufgabe hat reelle Lösungen, wenn 
die Geraden u, u\ v, v reell sind. Es müssen also ff und h die 
Strecke AB (und ebenso AC) entweder gleichzeitig schneiden oder 
gleichzeitig nicht schneiden. 

Aus diesen Betrachtungen findet man mit Hilfe des Prinzipes 
der Dualität auch die Lösung der dualen Aufgabe: Die vier Kegel- 
schnitte zu zeichnen, die durch zwei gegebene Punkte G 
und H gehen und drei gegebene Gerade a, b und c berühren. 

136. Zwei beliebige Kegelschnitte k und k^ befinden 
sich stets in perspektiver Lage und zwar, wenn ihre gemein- 
samen Punkte und Tangenten sämtlich reell sind, auf zwölf 
Arten, in jedem andern Falle auf vier Arten. Als Zentrum 
der Perspektive kann der Schnittpunkt je zweier gemein- 
samer Tangenten, als Achse jede gemeinsame Sehne dienen. 
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Den beiden Perspektivitätszentren, die auf einer Seite des 
den Kegelschnitten gemeinsamen Polardreiecks liegen, 
kann als Achse jede der beiden gemeinsamen Sehnen durch 
die gegenüberliegende Ecke des Polardreiecks zugeteilt 
werden. 

Besteht zwischen k und Aj eine Perspektive Beziehung, so ordnet 
sie einem jeden Punkt und seiner Polare in bezug auf k wieder 




Fig. 82. 



einen Punkt und dessen Polare in bezug auf k^ zu; sie führt also 
harmonische Pole oder Polaren von k in harmonische Pole oder 
Polaren von k^ über. Im Zentrum der Perspektive entspricht 
jeder Strahl sich selbst; je zwei Strahlen durch 0, welche harmonische 
Polaren von k sind, sind deshalb auch harmonische Polaren von k^ 
ist somit Scheitel einer Strahleninvolution, deren Strahlenpaare 
gemeinsame harmonische Polaren und deren Doppelstrahlen gemein- 
same (reelle oder konjugiert imaginäre) Tangenten von k und k^ sind. 
Auf der Achse a der Perspektive entspricht jeder Punkt sich 
selbst; je zwei auf ihr liegende harmonische Pole von k sind zu- 
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gleich harmonische Pole von h^. Somit ist a Träger einer Involution 
gemeinsamer harmonischer Pole von k und h^ und ihre Doppelpunkte 
gehören beiden Kegelschnitten an. 

Nun liegt auf einer Seite des gemeinsamen Polardreiecks 
LMN von k und A^, etwa auf m = iiV (vergL 122) (Fig. 82). Die 
Polaren o und o^ von in bezug auf k resp. k^ müssen sich auf 
der Achse a schneiden; andererseits ist oxo^ der gemeinsame har- 
monische Pol zu 0, diese Eigenschaft kommt aber dem Punkt J/zu; 
es geht also a durch M. 

Die Perspektive, welche zum Zentrum und a zur Achse hat 
und die Gerade o in die Gerade o^ überführt, verwandelt nun in 
der Tat den Kegelschnitt k in den Kegelschnitt k^. Denn es ent- 
spricht hierbei dem Kegelschnitt k ein neuer Kegelschnitt k'\ dieser 
hat mit k^ die beiden (reellen oder konjugiert imaginären) Punkte 
auf a gemein, femer die beiden (reellen oder konjugiert imaginären) 
Tangenten aus und deren Berührungspunkte auf öj, so daß K mit k^ 
identisch ist. In der Figur sind auf m die beiden Zentren und 0' 
angegeben und durch M die beiden Achsen a und a'\ jedes Zentrum 
bestimmt mit jeder Achse eine Perspektive Beziehung zwischen k 
und Äj. So ergeben sich vier Perspektive Beziehungen, indem man 
die Ecke M und die Seite m des Polardreiecks zu gründe legt; in 
gleicher Weise ergeben sich acht weitere. Beachtet man die Re- 
sultate in 125, so erkennt man unmittelbar, daß von den Perspektiven 
zwischen k und h^ stets vier reell sind und es sogar zwölf reelle 
Perspektiven zwischen k und k^ gibt, wenn ihre gemeinsamen Punkte 
und Tangenten alle reell sind. 

Sind u und t die gemeinsamen Tangenten aus 0, so sind 
V = u X 0, T = t X o und U^ = u X o^, T^ =t x o^ ihre Berührungs- 
punkte mit k resp. ä^. Nun sind U und U^ harmonische Pole in 
bezug auf beide Kegelschnitte, denn die Polaren von U gehen beide 
durch U^] nach 120 liegen also o und o^ harmonisch zu a und a. 

Die Achsen a und a der genannten Perspektiven liegen 
harmonisch sowohl zu den Polaren o und o^ des Zentrums 0, 
als auch zu den Polaren 0' und o^' des Zentrums 0'. Ebenso 
liegen die Zentren und 0' harmonisch sowohl zu den 
Polen J und Jj der Achse a, als auch zu den Polen ^i' und ^j' 
der Achse a. 

In der Figur ist noch der Zusammenhang zwischen und a 
resp. flj angedeutet. Sind P und P^ entsprechende Punkte von k und k^ 
und ebenso Q und Q^ entsprechende Punkte von o und 0^, so liegt 
R = PqxP^Q^ auf a. In gleicher Weise liegt R' = FQ x P^Q^ auf a\ 
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Die Mächen zweiten Grades. 

Pole und Polarebenen, Durchmesser und Diametralebenen; Achsen. 

137. Unseren Ausgangspunkt bildet die Definition: eine Fläche 
2. Grades wird von jeder Ebene in einem Kegelschnitte 
(Ellipse, Parabel, Hyperbel, Geradenpaar) geschnitten, falls diese 
Ebene mit der Fläche überhaupt eine reelle Kurve gemein 
hat.^^ Sehen wir von Kegel- und Cylinderflächen ab, so haben wir in 
der Kugel und in den Rotationsflächen 2. Grades spezielle Beispiele 
unserer Flächen. Aus der Definition können wir unmittelbar folgern, 
daß jede Gerade die Fläche in zwei Punkten trifft, falls 
sie überhaupt reelle Punkte mit ihr gemein hat. Denn eine Ebene 
durch diese Gerade schneidet die Fläche in einem Kegelschnitte, 
auf dem auch die Schnittpunkte der Geraden mit der Fläche liegen 
müssen. Die beiden reellen Schnittpunkte einer Geraden mit einer 
Fläche 2. Grades können auch zusammenfallen, dann wird die Gerade 
zur Tangente und der Punkt zum Berührungspunkte. 

Die Eigenschaft, daß eine Fläche 2. Grades von jeder Geraden 
in zwei reeUen oder konjugiert imaginären Punkten getroffen wird, 
wird meistens bei der Definition und Behandlung der Flächen 2. Grades 
an die Spitze gestellt; es bleibt dann immer zu zeigen, daß jede 
ebene Kurve ein Kegelschnitt ist, wenn sie von jeder Geraden in zwei 
reellen oder konjugiert imaginären Punkten geschnitten wird. Wir 
wollen die imaginären Punkte nicht direkt in die Definition der 
Flächen 2. Grades aufiiehmen, umsoweniger, als wir erst im An- 
schlüsse an die Kegelschnitte, allerdings unabhängig davon, die De- 
finition der konjugiert imaginären Punkte gegeben haben (76). 

188. Durch einen Ebenenbüschel wird auf einer Fläche 2. Grades 
ein System von Kegelschnitten bestimmt; trifft die Achse dieses 
Büschels die Fläche in zwei reellen Punkten P und Q, so gehen 
alle Kegelschnitte durch diese Punkte hindurch. Zwei Punkte der 
Geraden FQ, welche die Sehne PQ harmonisch teilen, sind (nach 
32) konjugiert in bezug auf alle Kegelschnitte der Fläche 2. Grades, 
die durch FQ gehen. Man nennt deshalb zwei Punkte kurzer- 
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band konjugierte oder harmonische Pole der Fläche 
2. Grades, wenn sie zu den Schnittpunkten ihrer Verbin- 
dungslinie mit der Fläche harmonisch liegen. Diese Defini- 
tion bezieht sich zunächst nur auf Punktepaare, deren Verbindungs- 
linie die Fläche in reellen Punkten schneidet; sie muß indes in 
analoger Weise wie bei den Kegelschnitten verallgemeinert werden. 
Die Polaren eines Punktes Ä in bezug auf zwei Kegelschnitte 
k und / unserer Fläche, deren Ebenen A enthalten, schneiden sich 

in einem Punkte B. TreflFen sich 
k und l in zwei reellen Punkten B^ 
und B^, so gehen die Polaren von A 
durch denjenigen Punkt -B, der mit 
A zusammen die Sehne -Bi^2 ^^^" 
monisch teilt. Treffen sich k und l 
nicht, d. h. schneiden sich ihre 
Ebenen in einer Geraden s, die mit 
unserer Fläche keine reellen Punkte 
gemein hat, so machen wir folgende 
Überlegung. Sei (in Fig. 83)* C^ ein 
Punkt von k und D^ ein Punkt 
von /, so schneidet die Ebene AC^D^ 
die Fläche in einem Kegelschnitte m 
und die Kurven k und / in je 
einem weiteren Punkte C^ resp. D^, 
die auf m liegen. Sind die Punkte 
(7^ Cg^C harmonisch und ebenso auch 
die Punkte B^D^AD, so ist CB die 
Polare von A in bezug auf m. Wir legen nun weiter durch A 
einen Strahl, der m in E^^ und E^ trifft, und durch ihn eine Ebene, 
die mit unserer Fläche einen Kegelschnitt n gemein hat. Diese 
Ebene kann aber stets so gewählt werden, daß sie sowohl / in zwei 
reellen Punkten F^ und F^, als auch k in zwei reellen Punkten G^ 
und G^ schneidet. Es ist das z. B. der Fall, wenn die Ebene durch 
n mit der Ebene durch m einen sehr kleinen Winkel einschließt, 
weil sie dann aus den Ebenen von k und l Geraden ausschneidet, 
die sehr nahe bei C^C^ resp. B^B^ liegen, also k resp. l in reellen 
Punkten treffen. Sind FyF^AF und ebenso G^G^AG harmonisch, 
so ist FG die Polare von A in bezug auf w, und es treffen sich 
die Polaren OB und FG von A in bezug auf m und «, da sich m 
und n in E^ und E^ schneiden. Schneiden sich aber CB und FG^ 
so tun dies auch die Geraden CjP.und BG, d.h. die Polaren von 
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A in bezug auf k und l, und damit ist unsere Behauptung er- 
wiesen. 

Hieraus folgt unmittelbar: Die Polaren eiües Punktes 4 
in bezug auf alle- Kegelschnitte der Fläöhe 2. Gl-ades, 
deren Ebenen durch ihn hindurchgehen, liegen in einer 
Ebene A. Man nennt A den Pol der Ebene A, und A die 
Polarebene des Punktes A in bezug auf die Fläche. Je 
zwei Punkte der Fläche, deren Verbindungslinie durch A 
geht, werden durch A und A harmonisch getrennt. Die Be- 
rührungspunkte aller ton A an die Fläche gelegten Tan- 
genten liegen — falls es überhaupt solche Tangenten gibt — 
auf dem Kegelschnitte, in dem seine Polarebene A die 
Fläche schneidet. Schneidet umgekehrt A die Fläche in 
einem Kegelschnitte, so geht die Tangentialebene in jedem 
seiner Punkte durch A hindurch. 

Liegt der Punkt A auf der Fläche, so ist seine Polarebene A 
nichts anderes als die Tangentialebene im Punkte A. Liegt der 
Punkt A beliebig, so erhält man seine Polarebene, indem man, drei 
Strahlen durch A zieht, die die Fläche in den Punktepaaren C^C^, 
D-^D^y A^2 ^®SP- schneiden; dann liegen C^D^ XC^D^, G^D^ x C^D^, 
C^E^ X ^2^2, C^E^ X C^E^, A^i X D^E^, und D^E^ x D^E^ auf der 
gesuchten Polarebene von A. 

139. Ein Punkt A und ein beliebiger Punkt £ seiner Polar- 
ebene A heißen konjugierte oder harmonische Pole in bezug 
auf die Fläche 2. Grades; sie sind harmonische Pole in bezug auf 
jeden Kegelschnitt der Fläche, dessen Ebene AB enthält; denn die 
Polaren von A in bezug auf diese Kegelschnitte gehen durch 5, da 
sie alle in der Polarebene A von A liegen, wie soeben bewiesen 
wurde. Hierbei ist es gleichgültig, oh AB die Fläche schneidet 
oder nicht. 

Die Punkte einer beliebigen Geraden ordnen sich in bezug auf 
eine Fläche 2. Grades paarweise zu harmonischen Polen an. Die 
auf einer Geraden ff liegenden Paare harmonischer Pole 
bilden eine Punktinvolution. Denn legt man durch die Gerade ff 
eine Ebene, die die Fläche in einem Kegelschnitte k schneidet, so 
sind jene Paare auch harmonische Pole in bezug auf h, woraus 
nach 32 folgt, daß sie eine Punktinvolution bilden. Schneidet die 
Gerade ff die Fläche, so gehören die Paare harmonischer Pole auf 
ihr ungleich laufenden involutorischen Eeihen an, deren, Doppelpunkte 
die Schnittpunkte von ff mit der Fläche sind. Schneidet die Gerade ff 
die Fläche nicht in reellen Punkten, so bilden die Paare harmonischer 
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Pole auf ihr gleichlaufende involutorische Reihen, deren Doppel- 
punkte konjugiert imaginär sind (vergL 76); sie stellen die konjugiert 
imaginären Schnittpunkte von ff mit der Fläche dar. Jede Gerade 
schneidet somit die Fläche 2. Grades in zwei reellen oder 
konjugiert imaginären Punkten. 

Geht die Polarebene A des Punktes Ä durch den 
Punkt B, so geht auch dessen Polarebene B durch A. Denn 
da Ä in A liegt, sind Ä und -B harmonische Pole, und es muß auch 
A in der Polarebene von B liegen. 

140. Beschreibt ein Punkt A eine Gerade ff^, so dreht 
sich seine Polarebene A um eine Gerade ff^; beschreibt 
umgekehrt ein Punkt B die Gerade ff^, so dreht sich seine 
Polarebene B um ffy Sind nämlich f und A zwei Ebenen durch 
ff^ und C und B ihre Pole, so geht die Polarebene A eines be- 
liebigen Punktes A von ff^ durch CB = ff^. Denn da die Polar- 
ebenen r von C und A von B durch A gehen, muß auch die Polar- 
ebene A von A durch C und B gehen. Daraus folgt dann weiter, 
daß auch die Polarebene B eines Punktest von CB den beliebigen 
Punkt A von ff^ enthält, da ^ in A liegt. 

Die Punktreihe auf ff^ ist projektiv zu dem Büschel 
der zugehörigen Polarebenen durch ff^ und die Punktreihe 
auf ^2 ebenso zu dem Büschel der entsprechenden Polar- 
ebenen durch ff^. Denn die Ebenen durch ff^ schneiden ff^ in 
Punkten, die mit den Polen der bezüglichen Ebenen Paare harmo- 
nischer Pole bilden;' diese Punktepaare aber gehören involutorischen, 
also projektiven Punktreihen an. Dieser Beweis ist natürlich nur 
dann richtig, wenn ff^ und ff^ sich nicht schneiden; schneiden sich 
dagegen ff^ und ff^ in einem Punkte S, so schließen wir in folgender 
Weise. Auf einer beliebigen Geraden h^ schneidet der Ebenen- 
büschel mit der Achse ff^ eine zu ihm projektive Punktreihe aus; 
die zu den Punkten dieser Reihe gehörigen Polarebenen bilden einen 
dazu projektiven Ebenenbüschel mit der Achse h^. Die Ebenen des 
letzteren Büschels schneiden aber ff^ in den zu den Ebenen des 
ersteren Büschels gehörigen Polen, die ja auf ff^ liegen müssen; der 
Büschel der Ebenen durch ff^ ist somit projektiv zu der Punkt- 
reihe ihrer Pole auf ffy 

141. Zwei Geraden ff^ und ff^ heißen konjugierte oder 
harmonische Polaren in bezug auf eine Fläche 2. Grades, 
wenn jede von ihnen die Achse eines Büschels von Ebenen 
bildet, deren Pole auf der anderen liegen. Schneidet also 
die Gerade ff^ die Fläche in zwei Punkten, so gehen die Tangential- 
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ebenen in diesen Punkten durch ff^. Zu jeder Geraden gibt es 
eine harmonische Polare; zwei beliebige Punkte dieser Geraden 
bilden ein Paar harmonischer Pole. Sind y^ und ff^ zwei harmo- 
nische Polaren, so ordnen sich die Punkte d^r Fläche paarweise 
derart zusammen, daß ihre Verbindungslinie sowohl ff^ , wie g^ 
schneidet; außerdem werden solche Punktepaare durch g^ und g^ 
harmonisch getrennt 

Schneiden sich zwei harmonische Polaren g^ und g^ in einem 
Punkte 5, so ist ihre Ebene Z eine Tangentialebene der Fläche 
2. Grades und ihr Schnittpunkt 4S der Berührungspunkt Denn & 
liegt sowohl auf g^ wie auf g^, seine Polarebene Z enthält also g^ 
und g^ Legen wir also durch 8 eine beliebige Ebene, die Z in ^ 
und die Fläche in k schneidet, so ist S der Pol von t in bezug auf A, 
und da & auf t liegt, so ist t eine Tangente von k und 8 ihr Be- 
rührungspunkt; t berührt somit auch die Fläche in 8. 

Beschreibt g^ einen Büschel mit dem Scheitel /S, so be- 
schreibt ihre harmonische Polare ^2 einen dazu projektiven 
Büschel mit dem Scheitel T\ die Ebene T des ersteren Büschels 
ist die Polarebene von T, die Ebene Z des zweiten Büschels die 
Polarebene von Ä In der Tat gehört zu jeder Geraden durch 8 
eine harmonische Polare, die in der Polarebene Z von 8 liegt, und 
zu jeder Geraden der Ebene T eine harmonische Polare, die den 
Pol T von T enthält Femer wird eine Gerade in der Ebene T 
von dem Strahlbüschel mit dem Scheitel 8 in den Punkten einer 
Keihe geschnitten, deren Polarebenen einen dazu projektiven Büschel 
bilden und aus Z die harmonischen Polaren zu den Strahlen des 
erstgenannten Büschels ausschneiden, was unsere Behauptung 
beweist 

Liegen zwei Strahlbüschel, deren entsprechende Strahlen har- 
monische Polaren in bezug auf die Fläche 2. Grades sind, in der 
nämlichen Ebene, so müssen auch ihre Scheitel zusammenfallen, 
denn für Z «= T wird auch Ä « 21 Wir erkennen daraus, daß die 
Tangenten in einem Punkte der Fläche sich in Paare har- 
monischer Polaren anordnen, die zwei involutorische 
Strahlbüschel bilden. Gibt es hier zwei Doppelstrahlen — also 
solche, die mit ihren harmonischen Polaren zusammenfallen — so 
müssen dieselben ganz auf der Fläche liegen. Sind dagegen die 
involutorischen Strahlbüschel gleichlaufend, so definieren sie zwei 
konjugiert imaginäre Doppeistrahlen, die als auf der Fläche liegend 
anzusehen sind. Eine Fläche 2. Grades wird also von jeder 
Tangentialebene in zwei reellen oder konjugiert imaginären 
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Geraden geschnitten; im letzteren Falle hat die Tangentialebene 
nur einen reellen Punkt, den Berührungspunkt, mit der Mäche gemein. 
Diese Punkte sind von elliptischer, jene von hyperbolischer 
Krümmung (324 Bd. I). 

143. Je zwei beliebige ebene Schnitte k und l einer 
Fläche 2. Grades liegen in doppelter Weise perspektiv; die 
Schnittlinie beider Ebenen und die Verbindungslinie der 
beiden Perspektivitätszentra sind harmonische Polaren. 

Ist ff^ die Schnittlinie der 
Ebenen von k und Z, und 
dreht man die Ebene von / 
um ff^, bis sie mit der anderen 
sich deckt, so liegen k und 
Iq, die gedrehte Kurve /, nach 
136 in zweifacher Art per- 
spektiv; denn sie bestimmen 
auf ff^ die nämliche Involution 
harmonischer Pole. Daraus 
folgt aber, daß auch k und / 
zweifach perspektiv liegen, 
und es mögen in Fig. 84 die 
Punkte Oj und 0^ die Zentren 
für die beiden Perspektiven 
Lagen sein. Eine beliebige 
Ebene durch 0^ 0^ = ff^ 
schneide ä in C und D, l in U und F, g^ in H und die Fläche 
2. Grades in der Kurve m. Dann bilden die Punkte E = CD x EFy 
O^^CExDF,0^=^CFxDE ein Polardreieck des Kegelschnittes m\ 
H ist also der Pol von 0^0^ in bezug auf m, d. H. die Polarebene 
von if in bezug auf die Fläche geht durch 0^0^. Da gleiches fiif 
jeden Punkt von g^ gilt, so sind g^ und g^ harmonische Polaren; 
zugleich sind die Zentra O^ und 0^ harmonische Pole unserer Fläche. 
In der Figur sind der Umriß u der Fläche und in der Umrißebene 
die Spuren ä^, /j,-/»^ der Ebenen durch k, l, m hinzugefügt. 

Legt man umgekehrt durch einen Kegelschnitt k auf der Fläche 
2. Grades eine Kegelfläche mit dem beliebigen Scheitel Oj, sOf durch- 
dringt sie die Fläche noch in einem zweiten Kegelschnitte l: Denn 
ist Qj die Polarebene von 0^ und C ein Punkt von A, ist femer 
OjC X Qj = 6 und liegen O^QCE harmonisch, so ist E ein Punkt 
von /. Daraus ersieht man, daß die ganze Kurve 7 in derjenigen 
Ebene liegt, die mit der Ebene von k zusammen 0^ und Q^ har- 
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monisch trennt, d. h. jeder Strahl durch 0^ triflft die Ebenen von k 
und l in Punkten, die von Oj^ und Qj harmonisch getrennt werden. 

143. Zwei Ebenen, von denen jede den Pol der anderen 
bezüglich der Fläche 2. Grades enthält, heißen konjugierte 
oder harmonische Polarebenen dieser Fläche. Sie sind 
auch konjugierte Diametralebenen in bezug auf jeden Tan- 
gentenkegel der Fläche, dessen Scheitel auf ihrer Schnitt- 
linie liegt. Sind nämlich A und B die Ebenen, A und £ ihre 
Pole, so sind: A X B = «^^ und AB ^ g^ harmonische Polaren in 
bezug auf die Fläche. Ist femer auf g^ der Scheitel eines Tan- 
gentenkegels, so liegt seine ßerührungskurve k in der Polarebene Q 
von 0, die auch AB ^ g^ enthält Da nun A und A Pol und Polar- 
ebene in bezug auf die Fläche sind, so sind auch A und A X Q Pol 
und Polare in bezug auf k, OA und A sind demnach Durchmesser 
und konjugierte Diametralebene in bezug auf den Tangentenkegel, 
und ebenso verhält es sich mit OB und B; A und B heißen deshalb 
konjugierte Diametralebenen für diesen Kegel, da jede den kon- 
jugierten Durchmesser der anderen enthält (vergl. 360 Bd. I). 

Die durch eine Gerade^ gehenden Paare harmonischer 
Polarebenen bildenzweiinvolutorischeEbenenbüschel. Denn 
sie schneiden auf der harmonischen Polaren von g involutorische 
Punktreihen aus, deren Paare harmonische Pole der Fläche sind. 

144. Je zwei heliebige Tangentenkegel K und A einer 
Fläche 2. Grades liegen in doppelter Weise perspektiv. Da- 
bei soll die Perspektive Lage von K und A bedeuten, daß sich ihre 
Tangentialebenen einander so zuordnen lassen, daß sie sich in Ge- 
raden einer Ebene schneiden, die wir als Perspektivitätsebene be- 
zeichnen. Es kann dieses Eesultat leicht aus 142 abgeleitet werden. 
Sind nämlich K und L die Scheitel sowie k und / die Berührungs- 
kurven der Kegel K und A, ist ferner Oj ein Perspektivitätszentrum 
für k und /, so liegt jeder Punkt von k mit einem Punkte von / 
auf einem Strahle durch 0^, Trifft nun ein solcher Strahl durch 0^ 
die Kurven k und / in den Punkten C und E, so schneiden sich die 
zugehörigen Tangentialebenen unserer Fläche in der harmonischen 
Polaren zu CE^ die in der Polarebene Q^ von 0^ liegt. Diese Tan- 
gentialebenen sind aber zugleich Tangentialebenen der Kegel K und A 
respektive; sie berühren diese Kegel längs der Mantellinien KC 
resp. LE, die in der. nämlichen Ebene durch KL liegen. DenniTZ 
und CE schneiden sich, nämlich in 0^, da ihre konjugierten Polaren 
beide in Q^ liegen. Bezeichnen wir also je zwei sich schneidende 
Mantellinien von K und A als entsprechend und ebenso die Tan- 
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gantialebenen in ihnen ^ sowie ihre Punkte auf k und l respektive, 
so können wir folgendes Resultat aussprechen. Die Verbindungs« 
linien entsprechender Punkte von h und I bilden zwei Kegelflächen 
mit den Scheiteln 0^ und 0^ respektive, die Schnittlinien entsprechen- 
der Tangentialebenen von K und A umhüllen zwei EegelschnittCi die 
in den Polarebenen von 0^ und Oj respektive liegen. Denn die 
Tangentialebenen von K schneiden Q^ in den Tangenten des Kegel- 
schnittes u, in dem sich K und Q^ schneiden; die Tangentialebenen 
von A gehen nach dem vorher Gesagten ebenfalls durch die Tan- 
genten von u, so daß u auch auf A liegt. 

145. Wählt man einen beliebigen Punkt A und in seiner Polar- 
ebene A einen beliebigen Punkt B, so daß also seine Polarebene B 
durch A geht, und endlich auf der Schnittlinie von A und B einen 

beliebigen Punkt C, 
dessen Polarebene f 
natürlich A und £ ent- 
hält, so ist der Schnitt- 
punk i> der drei Ebenen 
A, B, r der Pol der 
Ebene ABC « A. Die 
vier Punkte A, B, C, B 
sind die Ecken und die 
vier Ebenen A, B, f, A 
die Seitenflächen eines 
Tetraeders, das wir ein 

Polartetraeder 
unserer Fläche nen- 
nen. In einem Polar- 
tetraeder sind die 
Ecken die Pole der Gegenseiten und die Seiten die Polar- 
ebenen der Gegenecken, je zwei gegenüberliegende Kanten 
sind harmonische Polaren. Es gibt sechsfach unendlich viele 
Polartetraeder zu einer Fläche 2. Grades. 

Ist Pi ein Punkt der Fläche und treffen AB^ und^Pj die Fläche 
noch in Pg resp. P^, so ist auch AP^x BF^ = P^ ein Punkt der 
Fläche (Fig. 85); er liegt nämlich auf der Kurve, die die Ebene ABP^ 
aus der Fläche ausschneidet. Es folgt dies sofort daraus, daß A, B 
und /=* CB X ABP^ die Ecken eines Polardreiecks dieser Kurve 
sind; zugleich ersehen wir, daß P^P^ und PgP^ die Gegenkanten AB 
und CB treffen, denn sie schneiden sich in dem Pole / von AB. 
Die Strahlen CP^, CP^, CP^ und CP^ treffen die Fläche noch in 
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den Tier weiteren Punkten P^, Pg, P, und Pg respektive. Es er- 
geben sich nun für diese acht Punkte folgende Beziehungen zu dem 
Polartetraeder. 

P^P^, P^Pv -^5^7> -^6-^8 gehen durchs und liegenharmonisch zu ^undA, 

■*l-'4^ 2 8' 6 8' 6 7 *> ** >* w '' *' " *^' 

•^l-^Sf "^6' 8 7' 4 8 '' '* w w '' « ^ « • > 

PPPPPPPP T) LA 

16' 2 6' 8 8' 4 7 " " "^ " " " " "^ " '^* 

P^P^, P^P^y -^6^6' -^7^8 '"^^^^^^^^^^-'-^^^^^^^^"^^^^'^^^g®^®^^*' 

"l"?' "2 "^9 •^8'^8' ^^4^6 " " AC fy nD „ „ 

-Vi "'s' -^2^7' -'S-'ö' -^4^6 " 9} AI) y, BC „ „ 



Auch für die Tangentialebenen in diesen acht Punkten finden 
ähnliche Beziehungen zu dem Polartetraeder statt Geht PiPj^ 
durch eine Ecke des Tetraeders ^ so liegt die Schnittlinie der zu- 
gehörigen Tangentialebenen ITi und Tlj^ auf der Gegenseite. Trifft 
P^P^ zwei Gegenkanten, so trifft auch die Schnittlinie Ton IT^ und 
TTj diese Gegenkanten. 

146. Jede Sehne der Fläche 2. Grades wird durch ihren Mittel- 
punkt und den unendlich fernen Punkt harmonisch geteilt Die 
Mittelpunkte aller parallelen Sehnen der Fläche 2. Grades 
liegen in einer Ebene, der Polar- 
ebene ihres gemeinsamen unend- 
lich fernen Punktes (ihrer Rich- 
tung); sie heißt Diametralebene 
der Fläche. Auf ihr liegen auch die 
Berührungspunkte aller, zu den genannten 
Sehnen parallelen Tangenten der Fläche. 
Es folgt das einfach aus der Beziehung 
zwischen Pol und Polarebene. 

Der Mittelpunkt eines Kegelschnittes 
ist der Pol der unendlich fernen Geraden 
seiner Ebene. Die Mittelpunkte 
aller parallelenSchnitte derFläche 
2. Grades liegen auf einer Geraden, 
der harmonischen Polaren zu der 
den parallelen Ebenen gemein- 
samen unendlich fernen Geraden 
(ihrer Stellung); sie heißt Durch- 
messer der Fläche. Auf ihr liegen auch die Berührungspunkte 
der beiden Tangentialebenen, die zu jenen Schnitten parallel sind. 
Sind nämlich ff^ und ff^ zwei harmonische Polaren unserer Fläche, 
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so schneidet jede Ebene durch ff^ die Gerade ff^ in dem Pole von ff^ 
in bezug anf den in ihr liegenden Kegelschnitt der Fläche. 

Ist in Fig. 86 E eine beliebige Ebene, v ihre Schnittkurve mit 
der Fläche und sind p und q ein Paar konjugierte Durchmesser 
von V, so bestimmen wir die Diametralebenen A und B, von denen 
erstere alle zu p, letztere alle zu q parallelen Sehnen halbiert, also 
geht A durch q und B durch p. Die Gerade c = A X B ist ein 
Durchmesser der Kurven / und k, in denen die Fläche von A resp. B 
geschnitten wird; denn sie halbiert sowohl die zu p wie die zu q 
parallelen Sehnen. Ist nun a der konjugierte Durchmesser zu c 
in bezug auf k {a\\p) und b der konjugierte Durchmesser zu c in 
bezug auf l (b\\q), so halbiert die Ebene r= «^ die zu c parallelen 
Sehnen der Fläche, denn a und b halbieren die zu c parallelen 
Sehnen, die sie treflfen; P ist also eine Diametralebene. Die Ge- 
raden a, b und c sind aber Durchmesser unserer Fläche, indem sie 
die Mittelpunkte der Parallelschnitte zu A resp. B resp. f tragen. 
Denn ist z. B. Q ein Punkt von a, so halbiert er die beiden Sehnen, 
die man durch ihn parallel zu b resp. c legen kann; diese Sehnen 
sind also konjugierte Durchmesser eines zu A parallelen Schnittes 
und Q ist sein Mittelpunkt. Wir können hiemach die folgenden 
Sätze aussprechen, wenn wir a und A, b und B, c und f als kon- 
jugiert bezeichnen. 

Ein Durchmesser d und eine Diametralebene A heißen 
konjugiert, wenn A die zu d parallelen Sehnen halbiert, 
oder wenn d die Mittelpunkte der zu A parallelen Schnitte 
trägt; die eine Eigenschaft ist eine notwendige Folge der 
anderen. Zwei Durchmesser heißen konjugiert, wenn jeder 
in der dem anderen konjugierten Diametralebene liegt.' Es 
gibt dreifach unendlich viele Dreikante von der Be-i- 
schaffenheit, daß ihre Kanten Durchmesser und ihre Seiten 
Diametralebenen sind, und daß jede Kante zur Gegen- 
seite konjugiert ist; drei solche Durchmesser heißen kurz» 
weg konjugiert. Alle Durchmesser und Diametralebenen 
schneiden sich in einem Punkte, dem Mittelpunkte der 
Fläche; er ist zugleich Mittelpunkt aller Diametralschnitte und der 
von der Fläche begrenzten Durchmesser. Ist nämlich a ein Durch- 
messer der Fläche, A die zu ihm konjugierte Diametralebene und l ihre 
Schnittkurve mit der Fläche, sind femer b und c zwei beliebige 
konjugierte Durchmesser von /, so ist V ^ ab die zum Durchmesser c 
konjugierte Diametralebene. Die Ebene f kann nun so gewählt 
werden, daß sie eine beliebige Gerade d durch =^ a x A enthält 
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da b irgend ein Durchmesser von / sein kann. Bestimmt man aber 
zu d den konjugierten Durchmesser e in bezug auf die in f liegende 
Kurve der Fläche, so ist ce diejenige Diamefralebene, welche die 
zu d parallelen Sehnen halbiert, während d der zu ihr konjugierte 
Durchmesser ist, q. e. d. Da zu jedem Punkte eine Polarebene 
gehört, spricht man von einer unendlich fernen Ebene, der Polar- 
ebene des Mittelpunktes. 

147. Die Beziehungen zwischen den Durchmessern und Dia- 
metralebenen einer Fläche 2. Grades ergeben sich auch durch 
Spezialisierung des Polartetraßders. Wird eine seiner Seitenflächen 
unendlich fem, so wird die Gegenecke zum Flächenmittelpunkte, der 
als Pol der unendlich fernen Ebene erscheint. Zugleich rücken drei 
Kanten ins Unendliche, während die drei übrigen zu Durchmessern 
werden, und jeder enthält die Mittelpunkte der Schnitte, deren 
Ebenen den beiden anderen parallel laufen. Auch hier gruppieren 
sich die Punkte der Fläche wieder zu je acht zusammen; sie liegen 
zu je zwei auf vier Durchmessern der Fläche und bilden die Ecken 
eines Parallelepipedons, dessen Kanten jenen drei Durchmessern 
parallel sind (145). 

148. Bei den voranstehenden Betrachtungen gingen wir von 
einem beliebigen Kegelschnitt v unserer Fläche imd zwei konjugierten 
Durchmessern p und q desselben aus. Die zu p parallelen Sehnen 
werden dabei von einer Diametralebene A, die zu q parallelen Sehnen 
von einer Diametralebene B halbiert; die Schnittkurven von A und B 
mit der Fläche waren / resp. h Die weiteren Schlüsse basierten 
dann darauf, daß zu c = A X B konjugierte Durchmesser in bezug 
aufÄ resp./ existierten; sie werden hinfällig, wenn k und/ Parabeln 
sind. Offenbar ist auch hier c ein Durchmesser, indem er die 
Mittelpunkte aller Parallelschnitte zu v trägt; alle Ebenen durch c 
schneiden die Fläche in Parabeln. In diesem Falle kann die Fläche 
einen Mittelpunkt im Endlichen nicht haben, da sonst alle Diametral- 
ebenen durch ihn gehen und die Diametralschnitte ihn zum Mittel- 
punkte haben müßten. Deshalb werden hier alle Durchmesser imd 
alle Diametralebenen zu c parallel; zu jeder Diametralebene gibt 
es eine konjugierte Eichtung, die Richtung der von ihr halbierten 
Sehnen; zu jedem Durchmesser gibt es eine konjugierte Stellung, 
die Stellung der Ebenen aller Schnitte, deren Mittelpunkte er trägt. 
Diese Fläche berührt die unendlich ferne Ebene im unendlich 
fernen Punkte von c, der als Pol dieser Ebene zugleich Flächen- 
mittelpunkt ist. 
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Die FlSiohen 2. Grades können demnach eingeteiltwerden 
in solche mit Mittelpunkt und solche ohne Mittelpunkt Im 
ersteren Falle gehen die Durchmesser und Diametral- 
ehenen durch den Mittelpunkt; jedem Durchmesser ist eine 
Diametralehene konjugiert und umgekehrt. Im letzteren 
Falle sind alle Durchmesser und alle Diametralebenen zu 
einer Eichtung parallel. Alle Diametralebenen schneiden 
diese Flächen in Parabeln, man bezeichnet sie deshalb als 
Paraboloide. 

149. Die Mittelpunkte paralleler Schnitte liegen, wie wir ge- 
sehen haben, auf einem Durchmesser. Auf ihm liegen auch die 
Scheitel aller Tangentenkegel, deren Berührungskurven diese Parallel- 
schnitte sind (vergl. Fig. 86); femer liegen auf ihm die Scheitel der 
beiden Kegel, die man durch je zwei Parallelschnitte legen kann. 
Je zwei Parallelschnitte sind deshalb ähnlich gelegene Kurven. Der 
Beweis filr diese Sätze liegt darin, daß die den Parallelebenen ge- 
meinsame unendlich ferne Gerade den bezüglichen Durchmesser zur 
harmonischen Polaren hat (142). 

150. Halbiert eine Ebene die zu ihr normalen Sehnen, 
so heißt sie Hauptebene; trägt ein Durchmesser die Mittel- 
punkte der zu ihm normalen Schnitte, so heißt er Achse. 

Bei den Paraboloiden gibt es offenbar nur eine Achse, 
sie trägt die Mittelpunkte aller Schnitte, deren Ebenen 
zur gemeinsamen Eichtung aller Durchmesser normal sind. 
Durch diese Achse gehen zwei zueinander senkrechte Haupt- 
ebenen, die die Achsen jener Normalschnitte enthalten. 
Denn jede dieser beiden Ebenen halbiert die Sehnen, die auf ihr 
senkrecht stehen. Andere Hauptebenen kann es im allgemeinen 
nicht geben, da jede die genannten Normalschnitte in Achsen schneiden 
müßte. Eine Ausnahme tritt nur ein, wenn die zur Achse normalen 
Schnitte Kreise sind, die Fläche also eine Eotationsfläche ist; hier 
ist jede Ebene durch die Achse eine Hauptebene. 

161. Bei den Flächen mit Mittelpunkt gibt es drei zu- 
einander senkrechte Achsen; je zwei Achsen liegen in einer 
Hauptebene. Zu jedem Durchmesser gibt es einen konjugierten 
rechtwinkligen Durchmesser; er erscheint als Schnitt zweier 
Ebenen, von denen die eine zu jenem Durchmesser konjugiert ist 
und die andere auf ihm im Mittelpunkt senkrecht steht. Beschreibt 
nun ein Durchmesser einen Strahlbüschel, dessen Scheitel der Flächen- 
mittelpunkt ist und dessen Ebene wir mit A bezeichnen, so be- 
schreibt der konjugierte rechtwinklige Durchmesser eine Kegelfläche 
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2. Grades. Denn zu jenem Büschel von Durchmessern ist sowohl 
der Büschel der zu ihnen konjugierten, wie auch der Büschel der 
zu ihnen normalen Diametralebenen projektiv. Beide Ebenenbüschel 
erzeugen eine Kegelfläche Ag*, ihre Mantellinien sind aber zu den 
bez. Durchmessern jenes Büschels konjugiert und rechtwinklig. Diese 
Kegelfläche enthält die Achsen der beiden erzeugenden Ebenen- 
büschel, nämlich den zu A konjugierten und den zu A normalen 
Durchmesser, und wird von einer beliebigen Ebene in einem Kegel- 
schnitt geschnitten, da sie ja die projektiven Ebenenbüschel in pro- 
jektiven Strahlbüscheln schneidet. 

Wie zu der Diametralebene A eine Kegelfläche Ag gehört, deren 
Mantellinien konjugiert und rechtwinklig zu den Durchmessern der 
Ebene A sind, so gehört auch zu einer weiteren Diametralebene M 
eine Kegelfläche Mg. Der Schnittgeraden von A und M entspricht 
eine gemeinsame Mantellinie von Ag und fA^\ beide Kegelflächen 
haben sonach mindestens noch eine weitere Mantellinie gemein. 
Es folgt das unmittelbar daraus, daß ihre Schnittkurven mit einer 
beliebigen Ebene einen und folglich mindestens noch einen weiteren 
Punkt gemein haben (114). Zu dieser gemeinsamen Mantellinie gibt 
es in jeder der beiden Ebenen A und M einen konjugierten recht- 
winkligen Durchmesser; die Ebene dieser beiden Durchmesser ist 
deshalb die konjugierte Piametralebene zu dem als gemeinsame 
Mantellinie auftretenden Durchmesser und steht auf ihm senkrecht. 
Mithin ist die gemeinsame MantelUnie eine Achse unserer Fläche 
und ihre konjugierte Diametralebene eine Hauptebene derselben* 
Die konjugierten rechtwinkligen Durchmesser in dieser Hauptebene 
bilden die beiden anderen Achsen unserer Fläche und die Ebenen 
durch je zwei Achsen die Hauptebenen, was unmittelbar klar ist. 
Die vorher bestimmten Kegelflächen 2. Grades Ag und Mg haben — ab- 
gesehen von der Mantellinie, der nur ein konjugierter rechtwinkliger 
Durchmesser A X M entspricht — noch drei zueinander rechtwinklige 
Strahlen gemein; es sind dies die drei Achsen der Fläche 2. Grades. 

153. Als eine spezielle Fläche 2. Grades mit Mittelpunkt ist 
die Kegelfläche anzusehen, deren Grund- oder Leitkurve u 
eine Ellipse, Parabel oder Hyperbel ist; ihr Scheitel 8 ist 
zugleich ihr Mittelpunkt. In der Tat haben wir in 360 Bd. I ge- 
sehen, daß die Strahlen und Ebenen durch den Kegelöcheitel 8 die 
gleichen Eigenschaften besitzen, wie die Durchmesser und Diametral- 
ebenen einer Fläche 2. Grades mit Mittelpunkt; deshalb wurde bereits 
an der zitierten Stelle für sie die Bezeichnung Durchmesser und 
Diametralebenen eingeführt. Insbesondere gibt es zu jedem Durch- 
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messer der Kegelfläche eine konjugierte Diametralebene 
derart, daß letztere alle zu ersterem parallelen Kegelselinen halbiert 
und ersterer durch die Mittelpunkte aller zur letzteren parallelen 
Kegelschnitte geht (360 Bd. I). Das ist aber auch bei den all- 
gemeinen Flächen 2. Grades die charakteristische Eigenschaft . für 
jeden Durchmesser und seine konjugierte Diametralebene (146), Ganz 
ebenso wie bei den Flächen 2. Grades mit Mittelpunkt wird man 
auch bei einer Kegelfläche von konjugierten Durchmessern 
reden, wenn jeder in der dem ändern konjugierten Diametralebene 
liegt; die Durchmesser bilden ferner hier wie dort dreifach unend- 
lich viele Dreikante, deren Kanten paarweise konjugiert sind, und 
die wir wieder kurz als drei konjugierte Durchmesser be- 
zeichnen. 

Aus den gleichen Gründen, wie wir sie in 151 dargelegt haben, 
besitzt jede Kegelfläche 2. Grades drei zueinander rechtwinklige 
Achsen und drei zueinander rechtwinklige Haupt- oder 
Symmetrieebenen, die je zwei Achsen miteinander verbinden. Wir 
werden weiterhin in 198 u. ff. die Aufgäbet die drei Achsen kon- 
struktiv zu bestimmen, sowohl für die Kegelfläche als für die all- 
gemeine Fläche 2. Grades behandeln. 

153. Die Polareigenschaften der Flächen 2, Grades geben 
uns Veranlassung, einige Beziehungen des Eaumes auf sich selbst 
kennen zu lernen. Indem man bei allen geometrischen Beziehungen 
räumlicher Figuren, die sich nur auf Lageverhältnisse stützen, 
^ie Begriffe Punkt und Ebene, und infolgedessen Punktreihe 
und Ebenenbüschel, sowie Gerade und Gerade, mitieinander 
vertauscht, erhält man zu der ursprünglichen Figur die duale Figur, 
die duale Eigenschaften zu jener aufweist (vergl. 69). So stellt 
sich jedem Satze, der sich über Lagebeziehungen ausspricht, ein 
dualer gegenüber. Dem Gesetze der Dualität sind insbesondere 
die Pole und Polarebenen jeder Fläche 2, Grades unterworfen, und 
diese besondere Beziehung heißt Eeziprozität oder reziproke 
Baumverwandtschaft in bezug auf die Fläche 2, Grades als 
Leitfläche. Zu jeder Figur %^ kann eine reziproke Figur g^ ent- 
worfen werden, indem man die Punkte, Ebenen und Geraden der 
einen durch Polarebenen, Pole und konjugierte Geraden in der 
anderen ersetzt. Vereinigte Elemente — Punkt auf einer Geraden 
oder einer Ebene, sowie Gerade in einer Ebene ^- gehen dabei 
wieder in vereinigte Elemente über. 

Den Punkten der Leitfläche 2. Grades entsprechen bei dieser 
Eeziprozität die Tangentialebenen in den betreffenden Punkten, so 
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daß diese Fläche — als Ort von Punkten — zu sich selbst rezi- 
prok ist — als Hüllfläche von Ebenen. Zu jedem Satze über 
Flächen 2. Grades, bei dem Lagebeziehungen maßgebend sind, 
gibt es also einen dualen Satz, wie auch die vorangehenden Sätze 
zeigen. Jeder Fläche 2. Grades entspricht eine andere Fläche 
2. Grades als Eeziprokalfläche; einem ebenen Schnitte der ersteren 
entspricht ein Tangentialkegel der zweiten und umgekehrt, den 
beiden Schnittpunkten mit einer Geraden entsprechen die beiden 
Tangentialebenen durch die reziproke Gerade. Den Tangenten der 
einen Fläche entsprechen also die Tangenten der andern Fläche; 
umhüllen die Tangenten bei der einen Fläche einen Kegelschnitt, 
so beschreiben sie bei. der andern einen Kegel. Als Eeziprokal- 
fläche einer Kugel in bezug auf eine zweite als Leitfläche erhält 
man eine Eotationsfläche. 

164. Wir haben in der Ebene die Zentralprojektion kennen 
gelernt, bei der die Verbindungslinien entsprechender Punkte durch 
ein festes Zentrum gehen und die Schnittpunkte entsprechender 
Geraden auf einer festen Achse liegen. Speziell kann die Be- 
ziehung zwischen den sich entsprechenden Figuren vertauschbar 
sein, indem je zwei entsprechende Punkte durch das Zentrum und 
die Achse harmonisch getrennt werden. Ganz ebenso können wir 
im Räume die Punkte sich wechselseitig entsprechen lassen, indem 
wir je zwei Punkte einander zuordnen, deren Verbindungslinie durch 
einen festen Punkt, das Zentrum, geht und durch dieses und eine 
feste Ebene harmonisch geteilt wird. Diese Beziehung führt den 
Namen: involutorische Zentralprojektion oder involutorische 
KoUineation des Raumes. Eine Fläche 2. Grades entspricht sich 
selbst in bezug auf jede involutorische Zentralprojektion, 
deren Zentrum ein beliebiger Punkt und deren feste Ebene seine 
Polarebene ist; dabei entsprechen sich die Punkte der Fläche und 
ebenso ihre Ebenen paarweise, die Verbindungslinie jener geht durchs 
Zentrum, die Schnittlinie dieser liegt in der festen Ebene. Im all- 
gemeinen entspricht bei der genannten Beziehung jeder Fläche 
2. Grades wieder eine solche. 

165. Ist Oj das Zentrum und E^ die feste Ebene einer in- 
volutorischen Zentralprojektion und spielen 0^ und Eg die gleiche 
Rolle für eine zweite derartige Projektion, wobei zugleich Oj in Eg 
und Og in E^ liegen soll, so können wir jedem Punkte des Raumes 
denjenigen entsprechen lassen, der aus ihm hervorgeht, wenn wir 
beide Projektionen hintereinander auf ihn anwenden. Dabei wird 
sich zeigen, daß die Reihenfolge, in der wir diese Projektionen an- 
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Fig. 87. 



wenden, gleichgültig ist. Sei in Fig. 87 P ein beliebiger Punkt, und 
schneidet die Ebene O^O^P die Gerade E^ X Ej = * im Punkte I, 
so geht aus P durch die erste Projektion P^ hervor, wenn PP^ 0^ K 
harmonisch liegen und K ^ PO^ X 0^1 ist, und aus P^ geht durch 

die zweite Projektion P' hervor, wenn 
P^P'O^L harmonisch liegen und L ^ P^O^ 
X O^J ist. Die Punkte 0^ KP^ P projizieren 
wir von I auf die G-erade LO^P^ und er- 
halten vier harmonische Punkte, von denen 
drei mit i, 0^, P^ resp. sich decken, so 
daß P' als vierter harmonischer Punkt zu 
ihnen auf JP liegt. Ist M^O^O^x PFy 
so liegen auch PP'JM harmonisch, denn 
sie liegen auf den harmonischen Strahlen 
O^P^y O^P', O^LyO^O^. Der entsprechende 
Punkt P' zu P wird also gefunden, indem 
man durch P eine gemeinsame Sekante zu s und 0^0^ zieht (sie 
ist die Schnittlinie der Ebene O^O^P und sP) und auf ihr den 
Punkt P' sucht, der mit P in bezug auf s und 0^0^ harmonisch 
liegt. Offenbar gelangt man zu demselben Punkte, wenn man erst 
den Punkt P^ konstruiert, der mit P harmonisch zu Og und Eg 
liegt, und dann den Punkt P', der mit Pg harmonisch zu 0^ und E^ 
liegt Wir erhalten somit das Resultat: Sind a und b zwei feste 
Achsen, und läßt man je zwei Punkte sich gegenseitig ent- 
sprechen, die durch die Achsen harmonisch getrennt werden, 
deren Verbindungslinie also die Achsen schneidet, so entsteht das 
geschart-involutorische System. Die hier definierte Zuord- 
nung der Punktepaare läßt sich auch durch Anwendung 
zweier involutorischer Zentralprojektionen hintereinander 
erzielen. Die Zentren dieser Projektionen liegen dabei auf einer 
der Achsen, ihre festen Ebenen gehen durch die andere, und zwar 
muß die feste Ebene jeder Projektion das Zentrum der andern 
enthalten. 

Entsprechende Ebenen im geschart-involutorischen 
System werden durch die Achsen a und h harmonisch ge- 
trennt, d. h. ihre Schnittlinie trifft beide Achsen und bestimmt 
mit ibnen Ebenen, die zu jenen Ebenen harmonisch liegen. Denn 
verbindet man einen Punkt der einen Ebene mit dem entsprechenden 
Punkte der entsprechenden Ebene, so wird diese Verbindungslinie 
durch die Achsen harmonisch geteilt. Je zwei konjugierte Polaren 
einer Fläche 2. Grades bilden die Achsen eines geschart- 
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involutorischen Systems, in dem sich die Fläche selbst 
entspricht. Die Punkte der Fläche, wie ihre Tangentialebenen, 
liegen paarweise harmonisch zu den konjugierten Polaren und ent- 
sprechen sich im System. Einer Fläche 2. Grades entspricht in 
dem genannten System stets wieder eine Fläche 2. .Grades. 

Einteilung der Fiächen zweiten Grades; Ihre Beziehung zu den 
Rotationsflächen; Kreisschnitte. 

156. Wir haben bereits eine Einteilung der Flächen in solche 
mit und solche ohne Mittelpunkt getroffen und haben den letzteren 
den Namen: Paraboloide beigelegt. Das Verhalten der Flächen 
mit Mittelpunkt gegen die unendlich ferne Ebene gestattet uns diese 
noch weiter einzuteilen, ganz wie das bei den Kegelschnitten der 
Fall war. Eine Ebene durch den Mittelpunkt der Fläche schneidet 
sie entweder gar nicht oder in einem Kegelschnitte, dessen Mittel- 
punkt mit dem der Fläche zusammenfällt. Sind alle solche Schnitte 
Ellipsen, so liegt die Fläche ganz im Endlichen und fuhrt den 
Namen: Ellipsoid. Sind Hyperbeln unter den Diametralschnitten, 
so verläuft die Fläche ins Unendliche, und wir haben es mit Flächen 
zu tun, die den Namen: Hyperboloide führen. Das Verhalten 
dieser Flächen gegen das unendlich Ferne ist nun noch näher zu 
ergründen. ^^) 

Seien a, b, c drei konjugierte Durchmesser der Fläche, so daß 
a zur Diametralebene A = äc, ^zuB = ac und c zu V ^ab konju- 
giert ist, sei ferner dem Durchmesser d die Diametralebene A kon- 
jugiert, so kann man zu jedem weiteren Durchmesser e die konju- 
gierte Diametralebene E konstruieren. Den vier Ebenen B, f, ad, 
ae durch a gehören ja als konjugierte Durchmesser vier Strahlen 
in A zu, nämlich 3, c, A X A und A X E; die ersten drei sind be- 
kannt, und der vierte bestimmt sich durch das Doppelverhältnis 
dieser vier Strahlen, das demjenigen der vier Ebenen gleich ist. 
Damit ist die Schnittlinie von E mit A gefunden und analog finden 
sich die Schnittlinien von E mit B resp. f. Zwei konjugierte Durch- 
messer der Fläche sind auch konjugierte Durchmesser der in ihrer 
Ebene liegenden Schnittkurve. Die konjugierten Durchmesser eines 
Diametralschnittes bilden die Strahlenpaare einer Involution, deren 
Doppelstrahlen seine Asymptoten sind; die Asymptoten der Dia- 
metralschnitte (Hyperbeln) sind auch Asymptoten der Fläche 
2. Grades, d. h. sie berühren sie im Unendlichen. Alle von dem 
Mittelpunkte einer Fläche 2. Grades an sie gelegten Tangenten 
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sind Asymptoten, d. h. sie berühren sie im Unendlichen; denn es ist 
dies für alle Diametralschnitte der Fall. Das kann auch daraus 
gefolgert werden, daß alle zu konjugierten Punkte unendlich 
fem liegen. 

157. Die. Asymptoten aller Diametralschnitte bilden 
einen Kegel, den Asymptotenkegel der Fläche. Die Wahr- 
heit dieses Satzes ergibt sich schon daraus, daß die Flächentangenten 
aus einem beliebigen Eaumpunkte einen Kegel bilden; wir wollen 

indes die Sache noch etwas weiter 
verfolgen. Schneiden wir die Durch- 
messer ö, b, c, d und ihre konju- 
gierten Diametralebenen A, B, f, 
A mit einer beliebigen Ebene TT, 
und sind J^, B^, C^, D^ die zu- 
gehörigen Spurpunkte und Oj, Äj, 
Cj, flfj die zugehörigen Spurlinien 
(Fig. 88), so läßt sich, analog wie 
vorher, zum Spurpunkte E^ von e 
die Spurlinie e^ der konjugierten 
Diametralebene E finden. Es exi- 
stiert nun in TT ein Kegelschnitt w, 
für den der Spurpunkt eines jeden 
Durchmessers der Fläche der Pol 
der Spurlinie seiner konjugierten 
Diametralebene ist; es braucht 
das nur für A^, £^, C^, D^, E^ 
und flj, b^y Cp ß?i, e^ gezeigt zu werden, da E^ beliebig angenommen 
worden ist. Um nun den Kegelschnitt u zu konstruieren, für den 
A^B^C^ ein Polardreieck und JD^ der Pol von c?^ ist, bedenke man, 
daß A^ und A^ ^ a^ X A^D^ und ebenso D^ und B^ = d^ x A^ B^ 
harmonische Pole von u sind; die Doppelpunkte / und K der In- 
volution, der die Punktepaare B^^ B^ und A^y A^ angehören, sind 
also Punkte von u, und S^J, S^K sind die zugehörigen Tangenten, 
wenn 5^ = a^ X d^ ist. Der Kegelschnitt u kann also auch definiert 
werden durch einen Punkt J, die zugehörige Tangente 8^J und das 
Polardreieck; durch ein Polardreieck und zwei Punkte ist aber ein 
Kegelschnitt eindeutig bestimmt. Den Geraden ä^, c^, A^B^ und 
A^E^ gehören als Pole bezüglich u vier Punkte von a^ zu, nämlich 
-Bj, Cj, 5j, Tj, wobei das Doppelverhältnis dieser vier Punkte gleich 
dem der Geraden ist. Die Polare von E^ geht also durch den 
Punkt T^ von a^, ebenso findet man ihre Punkte auf b^ und c^] 
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diese Gerade ist aber nach der vorangehenden Definition nichts 
anderes als e^ u ist somit die Spurkurve des Asymptotenkegels 
in TT, da ja jeder Durchmesser und seine konjugierte Diametral- 
ebene aus TT Pol und Polare von u ausschneiden. Offenbar existiert 
keine Kurve u und damit auch kein Asymptotenkegel, wenn die 
Involutionen harmonischer Pole auf den drei Geraden Ä^B^, AA 
und Cji?j gleichlaufend, d.h. ohne Doppelpunkte sind. Denn eine 
Ecke des Polardreiecks J^ B^ C^ muß im Innern von u liegen, falls u 
reell ist, und eine jener drei Geraden muß dann u in zwei reellen 
Punkten treffen. 

158. Ein Hyperboloid und sein Asymptotenkegel werden 
von jeder Ebene in konzentrischen, ähnlichen und ähnlich 
gelegenen Kegelschnitten geschnitten. Denn jeder Durch- 
messer und seine ihm in bezug auf die Fläche konjugierte Diametral- 
ebene sind auch hinsichtlich des Kegels konjugiert. Daraus folgt, 
daß eine zu einer Diametralebene parallele Ebene Fläche und Kegel 
in Kurven schneidet, deren gemeinsamer Mittelpunkt auf dem kon- 
jugierten Durchmesser liegt, und daß zwei Durchmesser dieser 
Kurven, die zu zwei konjugierten Durchmessern in der Diametral- 
ebene parallel sind, für beide Kurven konjugiert sind, woraus sich 
die Ähnlichkeit ergibt. Unmittelbar fließt hieraus der weitere Satz: 
Auf jeder Geraden liegen zwei gleiche Strecken, die einer- 
seits von dem Hyperboloid, andererseits von seinem 
Asymptotenkegel begrenzt werden. Die Achsen des Hyper- 
boloides sind zugleich die Achsen seines Asymptotenkegels. 

159. Die Einteilung der Flächen 2. Grades in EUipsoide, 
Paraboloide und Hyperboloide basiert auf ihrem Verhalten gegen 
die unendlich ferne Ebene. Einen zweiten Einteilungsgrund bildet 
ihr Verhalten gegen die Tangentialebenen; denn sie hat nach 141 
mit jeder Tangentialebene entweder zwei reelle Gerade oder nur 
einen reellen Punkt (zwei konjugiert imaginäre Gerade) gemein. Liegt 
auf einer Fläche 2. Grades eine reelle Gerade, so gehen 
durch jeden ihrer Punkte zwei Gerade oder Erzeugende; 
sie bilden zwei Scharen, deren Geraden sich gegenseitig 
schneiden, während die Geraden der nämlichen Schar zu- 
einander windschief sind. Solche Flächen nennt man 
Regelflächen; die Erzeugenden einer jeden Schar können 
als Schnittlinien entsprechender Ebenen zweier projektiver 
Ebenenbüschel erhalten werden. In der Tat ist ^^ eine Gerade 
unserer Fläche, so schneiden die Ebenen durch ff^ die Fläche je 
in einer weiteren Geraden, etwa h^, h^, Äg, h^, . . .; alle diese Ge- 
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raden treflfen gy Die Ebenen durch h^ schneiden unsere Fläche 
auch in je einer weiteren Geraden, etwa g^ g29 9^9 9^y • • •> die 
alle die Gerade h^ treflfen. Aber jede dieser Geraden g schneidet 
jede der Geraden h, so schneiden sich ^. und A^^; denn g^\ und 
h^g^ sind zwei ebene Schnittkurven der Fläche, beide müssen sich 
in zwei Punkten schneiden, das sind oflfenbar die Punkte g^ x h^ 
und giX hj^, da g^, g^ und ebenso h^ h^ sich nicht treflfen. Legt 
man nun sowohl durch g^ wie durch g^ Ebenen, die der Eeihe nach 
die Erzeugenden ä^, Äg, A3, ä^ . . . enthalten, und läßt je zwei 
Ebenen durch die nämliche Gerade ä. sich entsprechen, so sind die 
beiden Ebenenbüschel projektiv, denn sie schneiden die Gerade g^ 
in der nämlichen Punktreihe. Da diese Ebenenbüschel projektiv sind, 
schneiden sie alle Geraden g in projektiven Punktreihen, d. h. die 
Erzeugenden jeder Schar treffen die der anderen Schar in 
projektiven Punktreihen. 

Der Berührungspunkt einer Ebene durch g mit dem Hyperboloid 
ist der Schnittpunkt von g mit der in ihr liegenden Erzeugenden 
der anderen Schar. Deshalb gilt der Satz: Die Ebenen durch 
eine Erzeugende eines Hyperboloides berühren dasselbe 
in Punkten dieser Erzeugenden, dabei ist der Büschel der 
Ebenen zu der Eeihe der Berührungspunkte projektiv. 

160. Eine Segelfläche 2. Grades ist durch drei Er- 
zeugende g^g^g^ einer Schar völlig bestimmt. Denn legt man 

durch g^ und g^ Ebenenbüschel 

i^ und läßt man je zwei Ebenen dieser 

' '^ jf^ ^4 Pj Büschel durch den nämlichen Punkt 

^^,^i-^=^^^^^r~p=p<^* von ^3 sich entsprechen, so schnei- 

//^l ..^''^'^^^^^-^^ 'l^^^ den sie sich in Erzeugenden der 

/ ^' A^ M ^^^/ ' 1 Regelfläche. Jede dieser Geraden 

4f^\, \( ^A^ J>A/^ *^^ j^ 9\^ ff 2 ^^^ ffsy ^^^ ^^^^ 

V ^ \£\--^.,___^_^,.^>^^ mit der Fläche drei Punkte ge- 

X^^ r^^^>-i^Lll-r'^^ ^ei^ ^^^ li®g* g^^z auf ihr. Jede 

0^--- -V^^^"^^ Ebene schneidet die projektiven 

^j^ '^^\; Ebenenbüschel durch g^ und^g^^ 

^^' projektiven Strahlbüscheln, deren 

Fig. 89. entsprechende Strahlen sich in 

den Punkten eines Kegelschnittes 

treflfen; dieser ist die Schnittkurve der Ebene mit der Regelfläche. 

Die gemeinsamen Sekanten dreier beliebigerGeraden bilden 

eine Schar von Erzeugenden einer Regelfläche 2. Grades. 

Die Regelflächen verlaufen ins Unendliche, gehören also zu den 
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Paraboloiden und Hyperboloiden. Um nun zu unterscheiden, welcher 
von beiden Flächengattungen eine Eegelfläche angehört, bedenken 
wir, daß die Durchmesser eines Hyperboloides sich in seinem Mittel- 
punkte schneiden, und daß die Durchmesser eines Paraboloides zu- 
einander parallel laufen. Sind ff^, g^, g^ drei Erzeugende, die nicht 
der nämlichen Ebene parallel laufen, so gibt es zu jeder von ihnen 
eine parallele Erzeugende der anderen Schar, h^Wg^y ^2 11^2» KWOz- 
Die Erzeugenden h schneiden ja die g in projektiven Punktreihen, 
Äj verbindet also diejenigen Punkte von g^ und ^3, die hierbei dem 
unendlich fernen Punkte von ^^ entsprechen; analog finden sich Ag 
und A3. In Fig. 89 sind die ersten Projektionen dieser Geraden 
dargestellt, G^, G^, G^, H^, E^, E^ seien ihre ersten Spurpunkte 
und G^y G^, G^, E\ E^, E^ ihre Spurpunkte in einer Parallelebene. 
Macht man GV44^ ^*ö^2' ^^ ^®* ^i"^ ^^® ^^^ ^P^^ einer Ebene 
durch ^j, die parallel zu g^ liegt, ebenso ist Ö^Z((r*Z 44^ ß'Gg) die 
erste Spur einer Ebene durch g^, die parallel zu ^2 li^g^« ^i^'^X 6^3-^= E^ 
ist also der erste Spurpunkt der gesuchten Geraden h^ (E^E^ # ^2^^)* 
Die sechs Punkte G,-, Ei liegen auf der ersten Spurkurve c^ der 
Fläche, ebenso liegen die sechs Punkte G\ E* auf der Spurkurve c^ 
in der Parallelebene; die sechs Geraden gi, ki berühren den schein- 
baren Umriß u der Fläche. In der Figur sind die Striche, als 
Zeichen der ersten Projektion, weggelassen. 

Die Ebenen g^^k^ und h^g^ sind dann parallele Tangentialebenen 
und die Verbindungslinie P^Q^ ihrer Berührungspunkte Ps^ffi^K 
und §3 = ^1 X 5^2 ^^^ ®^ Durchmesser der Fläche. Ganz ebenso 
sind PjQj und P^Q^ Durchmesser dieser Fläche, wo Pf = g2 X A3, 
Qi = ^2 X g^, P2=ffsX ^1 ^^d 62 = *3 X g^ sind. P^P^QiQz ist ein 
Parallelogramm, denn die Seiten P^Q^ und Q^P^ liegen auf den 
parallelen Geraden g^ und A3, und die Seiten P^P^ und Q^^Q^ werden 
aus der Ebene ^3^3 durch die parallelen Ebenen g^h^^ und h^^ aus- 
geschnitten. Die Durchmesser P^Q^ und P^Q'^ schneiden sich im 
Mittelpunkte des Parallelogramms ^1^261^2^ ^®^ zugleich Mittel- 
punkt der Fläche ist; die Fläche ist ein Hyperboloid. Beim Hyper- 
boloid gibt es zu jeder Erzeugenden der einen Schar eine 
parallele Erzeugende der anderen Schar; zwei Paare paral- 
leler Erzeugenden schneiden sich in den Endpunkten eines 
Durchmessers, dessen Mittelpunkt der Flächenmittelpunkt 
ist. Jede Ebene, die das Hyperboloid in zwei parallelen 
Erzeugenden schneidet, berührt seinen Asymptotenkegel 
längs einer Mantellinie, die in der Mitte zwischen den 
beiden Erzeugenden liegt. Denn die Mantellinien des Asymptoten- 
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kegeis, die in einer beliebigen Diametralebene liegen, gehen durch 
die unendlich fernen Punkte ihrer Schnittkurve mit dem Hyper- 
boloid. 

161. Sind ff^, ff^, ^3 drei Erzeugende einer Eegelfläche, und 
sind diese einer Ebene f parallel, so werden ihre gemeinsamen Sekanten 
Aj, Äg, ^3 ... einer zweiten Ebene H parallel. Denn die Erzeugen- 
den h treffen die Geraden y^, g^, g^ in ähnlichen Punktreihen, da 
sie projektiv sind und ihre unendlich fernen Punkte sich gegenseitig 
entsprechen. Es kann nämlich keine Erzeugende h geben, die zu g^ 
parallel ist, weil dann ä zu f parallel wäre und g^ und g^ treffen 
müßte, die in zwei verschiedenen, zu V parallelen Ebenen liegen. 
Die ähnlichen Punktreihen auf den Geraden g werden aber durch 
parallele Ebenen ausgeschnitten; denn enthält h^ entsprechende 
Punkte der Eeihen, und enthält auch h^ entsprechende Punkte, so 
schneidet jede Ebene, die zu h^ und h^ parallel ist, die Geraden g 
in entsprechenden Punkten der ähnlichen Eeihen. Jede zu V parallele 
Ebene schneidet die Fläche in einer Erzeugenden^, aber in keiner 
im Endlichen liegenden Erzeugenden h\ diese müßte ja die Schnitt- 
punkte aller Erzeugenden g mit f enthalten, die alle unendlich fern 
sind. Ebenso schneidet jede zu H parallele Ebene die Fläche in 
einer Erzeugenden h und in einer unendlich fernen Geraden, die 
zur Schar der Erzeugenden g gehört. Auf unserer Fläche liegen 
demnach zwei unendlich ferne Erzeugende, aus jeder Schar eine. 

Jede zur Schnittlinie von V und H parallele Gerade ist ein 
Durchmesser unserer Fläche. Sei P ein beliebiger Punkt der Fläche 

und d die Parallele zu f X H durch ihn, 
seien femer g^ und ä^ die Erzeugenden 
durch P, dann projizieren wir aUe Er- 
zeugenden durch Parallelstrahlen zu d 
auf die Ebene g.hy,. Die Projektionen 
9i> 92 y • . . von ^1, ^2^ . . . werden zu 
g^, die Projektionen h^', h^ . . . von Aj, 
Äg . . . werden zu h^ parallel. Es mag nun 
A' B' C B' ein Parallelogramm mit dem 
Mittelpunkte P sein (Fig. 90), und zwar 
sei A'B'\C'B'\g^ und B'C'\B'Ä\h^, 
auf der Fläche liegt dann ein wind- 
schiefes Viereck ABCB, dessen Seiten Erzeugende sind und dessen 
Parallelprojektion A'B'C'B' ist. A' B' wird von hj^ halbiert, die 
Punkte Ä und B haben deshalb gleichen Abstand von der Ebene 
g^h^ und liegen zu verschiedenen Seiten dieser Ebene. Durch 
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analoge Schlüsse finden wir, daß die Geraden ÄC und BD zu der 
Ebene g^h^ parallel sind und die Gerade d in Punkten treffen, 
die von P gleich weit abstehen. Zugleich ersehen wir, daß Ä C und 
BD von d halbiert werden, da PA' = PC und PB' ^ PD' ist 
ÄC und BD sind harmonische Polaren unserer Fläche, da die 
Tangentialebenen in Ä bezw. C durch BD gehen, so daß d außer P 
nur noch einen unendlich fernen Punkt mit ihr gemein hat, wie das 
auch aus dem weiter oben Gesagten folgt. Da Ä' und damit Ä 
völlig willkürlich ist, so schließen wir, daß d alle zur Ebene gji^ 
parallelen Sehnen, die d treffen, halbiert; d ist somit ein Durch- 
messer der Fläche. 

Beim Paraboloid sind die Erzeugenden der einen Schar 
einer Ebene V parallel und die der anderen Schar einer 
zweiten Ebene H. In jeder Schar gibt es eine unendlich 
ferne Erzeugende, so daß jede Schar die Erzeugenden der 
anderen in ähnlichen Punktreihen trifft. Die Durchmesser 
der Fläche sind alle zu T X H parallel; jede zu T X H 
parallele Ebene ist eine Diametralebene und schneidet 
die Fläche in einer Parabel. 

162. Zu den aufgezählten Flächen gelangen wir auch in einfachster 
Weise, wenn wir ihre Hauptschnitte in Betracht ziehen. Jede Fläche 
mit Mittelpunkt hat drei Achsen, die zugleich Achsen der Haupt- 
schnitte sind. Treffen alle drei Achsen die Fläche in reellen Punkten, 
so sind die Hauptschnitte Ellipsen, die Fläche heißt Ellipsoid. 

Schneidet die Fläche nur zwei Achsen in reellen, die dritte 
aber in imaginären Punkten, so sind die beiden Hauptschnitte durch 
die dritte Achse Hyperbeln, der andere Hauptschnitt ist eine Ellipse. 
Im Endpunkte einer reellen Achse ist die Tangentialebene parallel 
zum Hauptschnitte durch die beiden anderen Achsen, der eine 
Hyperbel bildet; die Tangentialebene schneidet diese Hyperbel in 
ihren beiden unendlich fernen Punkten, d. h. durch ihren Berührungs- 
punkt gehen zwei Erzeugende, die den Asymptoten der Hyperbel 
parallel laufen. Die vorliegende Fläche ist eine Eegelfläche und 
heißt einschaliges Hyperboloid, da die ganze Fläche nur aus 
einem Stück besteht. 

Schneidet die Fläche nur eine Achse in reellen Punkten, so 
sind die beiden Hauptschnitte durch diese Achse Hyperbeln, während 
der dritte Hauptschnitt ganz imaginär ist. Die Fläche besteht also 
aus zwei symmetrischen Teilen, die nicht miteinander zusammen- 
hängen; die zur dritten Hauptebene parallelen Schnitte sind Ellipsen, 
Die Fläche heißt zweischaliges Hyperboloid. 
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Bei den Flächen ohne Mittelpunkt sind die Durchmesser 
parallel, es existiert nur eine Achse, und durch sie gehen zwei 
Hauptebenen, die die Fläche in Parabeln schneiden. Die Achse 
trifft die Fläche nur in einem im Endlichen liegenden Punkte, dem 
Scheitel der Fläche; er ist zugleich Scheitel jener beiden Parabeln, 
deren Achse die Flächenachse ist. Liegen die beiden Hauptparabeln 
auf der nämlichen Seite der Tangentialebene im Scheitelpunkte, so 
ist jeder zur Achse senkrechte Schnitt der Fläche eine Ellipse, 
deren Achsen von den Parabeln begrenzt werden. Die Fläche heißt 
elliptisches Paraboloid. 

Liegen dagegen die beiden Hauptparabeln zu verschiedenen 
Seiten der Tangentialebene im Scheitelpunkte, so ist jeder zur Achse 
senkrechte Schnitt eine Hyperbel. Denn jede solche Ebene schneidet 
immer nur die eine Parabel in reellen Punkten, die dann die 
Endpunkte der Hauptachse der Hyperbel bilden, während ihre Neben- 
achse die Fläche nicht trifft. Die zur Achse normalen Hyperbel- 
schnitte haben ihre Hauptachse in der einen oder anderen Haupt- 
ebene, je nachdem sie auf der einen oder anderen Seite der 
Tangentialebene im Scheitelpunkte liegen. In dieser Tangential- 
ebene liegen zwei Erzeugende der Fläche, die den Asymptoten sämt- 
licher zur Achse normalen Hyperbelschnitte parallel sind; denn 
alle diese Parallelschnitte haben dieselben beiden unendlich fernen 
Punkte gemein. Die Fläche ist eine Regel fläche und heißt hyper- 
bolisches Paraboloid. 

In dem Kapitel über axonometrische Projektion Bd. HI finden 
sich die Abbildungen der genannten Flächen in schiefer Parallel- 
projektion; es sind dort jedesmal die Hauptschnitte und die Umrisse 
dargestellt; diese Art der Projektion ermöglicht eine bessere räum- 
liche Vorstellung der Flächen als die Orthogonalprojektion. 

163. Ein Mittel, um uns die allgemeinen Flächen 2. Grades 
vorzustellen, liefern uns auch die Rotationsflächen 2. Grades. Aus 
dem Rotationsellipsoid leitet man das allgemeine ab, indem man 
einen Hauptschnitt des letzteren als Meridianschnitt des ersteren 
wählt und alle zu dieser Meridianebene senkrechten Sehnen der 
Fläche in dem gleichen Verhältnisse vergrößert oder verkleinert; 
natürlich bleiben dabei die Mittelpunkte der Sehnen ungeändert. 
Zwei Flächen, die in dieser Beziehung stehen, heißen affin. In 
gleicher Weise ist das einschalige Hyperboloid affin zu der Fläche, 
die durch Rotation einer Hyperbel um ihre Nebenachse entsteht, 
während das zweischalige Hyperboloid affin zu der Fläche ist, die 
eine Hyperbel durch Rotation um ihre Hauptachse erzeugt. Zum 



Die Flächen zweiten Grades, 121 



Eotationsparaboloid ist das elliptische Paraboloid affin. Zum hyper- 
bolischen Paraboloid gibt es keine affine Eotationsfläche. Denn 
jede Ebene schneidet die Fläche in einer Hyperbel, deren unend- 
lich ferne Punkte auf den beiden unendlich fernen Erzeugenden 
der Fläche liegen, nur die der Achse parallelen Ebenen schneiden 
in Parabeln; keine dieser Kurven aber kann durch Affinität in einen 
Kreis übergehen. 

164. Wir wollen nun zeigen, daß auf den allgemeinen Flächen 
2. Grades — abgesehen vom hyperbolischen Paraboloid — Kreise 
liegen, und daß man infolgedessen noch in einer zweiten, höchst ein- 
fachen Weise von den Eotationsflächen 2. Grades zu den allgemeinen 
gelangen kann.^*) Nach fiüheren Darlegungen sind alle Parallel- 
schnitte einer Fläche 2. Grades ähnliche Kegelschnitte, deren Mittel- 
punkte auf einem Durchmesser liegen; existiert also auf der Fläche 
ein Kreis, so sind alle Parallelschnitte auch Kreise, deren Mittel- 
punkte auf einem Durchmesser d liegen. Durch einen Punkt C 
von d ziehen wir eine Gerade a senkrecht zu den Ebenen der 
Parallelkreise und verschieben diese Kreise in ihren Ebenen so, daß 
ihre Mittelpunkte auf a rücken; dann bilden die Kreise in der neuen 
Lage eine Eotationsfläche. Aus einem ebenen Schnitte der ur- 
sprünglichen Fläche durch d wird dabei ein ebener Schnitt der 
neuen Fläche durch «; denn die in den Parallelebenen liegenden 
Sehnen der ersten Kurve gehen bei der Verschiebung in parallele 
Sehnen der letzteren Kurve über, die natürlich a treffen. Da die 
Punkte der neuen Kurve aus denen der ursprünglichen durch eine 
Parallelverschiebung, nämlich parallel zu den Schnittgeraden der 
Ebene ad mit den Parallelebenen, hervorgehen, so erscheint jene 
als Parallelprojektion von dieser und ist somit ein Kegelschnitt. 
Die Eotationsfläche ist also vom 2. Grade- 

Die Beziehung der allgemeinen Fläche 2. Grades zu der aus 
ihr abgeleiteten Eotationsfläche läßt sich auch in der folgenden 
Weise auffassen. Beide Flächen haben den Parallelkreis gemein, 
dessen Mittelpunkt in C = ax d liegt, seine Ebene sei f. Wir 
ordnen nun jedem Punkte P des Eaumes einen Punkt P^ derart 
zu, daß die Parallele zu d durch P und die Parallele zu a durch 
Pj sich auf r schneiden, und daß PP^ parallel zur Schnittlinie von 
ad und V ist. Eine solche Beziehung der Punkte eines räumlichen 
Gebildes auf die Punkte eines anderen heißt Affinität; die beiden 
Gebilde sind affin und in affiner Lage. Die Verbindungslinien ent- 
sprechender Punkte sind parallel; die Schnittlinien entsprechender 
Ebenen liegen in f, ebenso die Schnittpunkte entsprechender Geraden. 
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166. Auf jeder Fläche 2. Grades liegen zwei Systeme 
von Parallelkreisen; ihre Konstruktion für die einzelnen Flächen 
gestaltet sich in der folgenden Weise. Ist k ein Kreisschnitt und 
d der Flächendurchmesser durch seinen Mittelpunkt, so ist die Ebene 
durch d senkrecht zur Kreisebene eine Hauptebene A unserer Fläche. 
Denn ein Durchmesser jenes Kreises steht auf A senkrecht und alle 
zu ihm parallelen Kreissehnen werden durch A halbiert; gleiches 
gilt aber auch für die parallelen Sehnen der Parallelkreise. Jeder 
Kreisschnitt steht demnach auf einer Hauptebene senk- 
recht. Fällt man von den Mittelpunkten zweier Kreisschnitte^ deren 
Ebenen sich schneiden, Lote auf die Schnittgerade, so treffen sie 
dieselbe in dem nämlichen Punkte, liegen also in einer zu ihr nor- 
malen Ebene. Diese Ebene ist eine Hauptebene, da sie die zur 
Schnittgeraden parallelen Sehnen beider Kreise halbiert. Zugleich 
ersieht man, daß durch je zwei Kreise der Fläche 2. Grades, deren 
Ebenen nicht parallel sind, eine Kugelfläche gelegt werden kann. 
Diese kann mit der Fläche keine weiteren Punkte gemein haben, 
denn sonst würden alle Kugelkreise, die mit jenen Kreisen je zwei 
Punkte und mit der Fläche noch einen weiteren Punkt gemein 
haben, ganz auf der Fläche liegen. Daraus folgt weiter, daß es 
auf einer Fläche 2. Grades nicht drei Kreise geben kann, ohne daß 
zwei von ihnen Parallelschnitte sind. Denn im anderen Falle würden 
die drei Kreise auf einer Kugelfläche liegen, und die Fläche 2. Grades 
müßte mit ihr identisch sein. Die beiden Systeme von Parallel- 
kreisen sind zu einer Hauptebene normal und in bezug auf die 
anderen symmetrisch. 

166. Beim EUipsoid gibt es drei verschieden lange Achsen 
— abgesehen von Rotationsflächen — und durch die mittlere Achse 
gibt es zwei Kreisschnitte. Sind A^A^ > £^£^ > C^C^ die drei Achsen, 
so gehen zwei Kreisschnitte durch £^£2 ^^^ treffen die Ellipse mit 
den Achsen A^A^, C^C^ in den vier Punkten, deren Abstände von 
ihrem Mittelpunkte gleich y^i-Sg ^^^^' ^^ ^^^^ ^^^^ ^^ Schnitt- 
punkte dieser Ellipse mit einem konzentrischen Kreise vom Eadius 
B^ =s OB^ zu suchen, was nach 109 Bd. I, Fig. 86 a bewerkstelligt 
werden kann. 

Beim einschaligen und zweischaligen Hyperboloid wird 
gleichzeitig die Fläche und ihr Asymptotenkegel in Kreisen ge- 
schnitten; es ist also die Aufgabe zu lösen: bei einem Kegel die 
Kreisschnitte zu bestimmen, wenn seine Achsen und seine Mantel- 
linien in den Hauptebenen bekannt sind. Sei x die Kegelachse im 
Inneren des Kegelmantels, seien femer a^, a^ resp. ä^, b^ die Mantel- 
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linien in den beiden Hauptebenen durch x, und sei L. a^a^> Z, b^b^, 
dann wird eine Kugel, deren Mittelpunkt auf x liegt und die a^ und 
folglich auch a^ berührt, die Kegelfläche in zwei Kreisen schneiden. 
Ist in Fig. 91 Jlf der Mittelpunkt der Kugel, so sind ihre Berührungs- 
punkte jTj und T^ mit a^ und a^ 
die Fußpunkte der von M auf «^ 
resp, flg gefällten Lote; in der 
Figur ist die Ebene a^a^ um x in 
' die Ebene b^b^ umgelegt [MT^ ^±a^^, 
T^%' ±x). Die Kugel schneidet 
die Mantellinien b^ und b^ resp. 
in den Punkten D^, E^ und JD^, E^\ 
die Kugelkreise mit den Durch- 
messern Dy-^2 ^®^P* ^2^1» deren 
Ebenen also auf der Ebene b-J)^ 
senkrecht stehen, liegen nun auf 
der Kegelfläche. Ein solcher 
Kreis hat nämlich mit dieser fünf 
Punkte gemein, liegt also ganz auf 
ihr; denn beide Kreise enthalten 




Fig. 91. 



die Punkte T^, 2[ der Kegelfläche und berühren sie noch in je 
zwei weiteren Punkten, der eine in D^ und E^, der andere in D^ 
und E^, Daß die genannten Kreise durch T^ gehen, folgt aus der 



Kelation: 



TT' 



T T' =:T'D 



T,'E, 



:=^t(I)^.t;e^. 

167. Für alle Flächen 2. Grades 
lassen sich 'die Kreisschnitte durch 
folgende Überlegung gewinnen. Die 
Hauptebene, die auf den Ebenen 
der Kreisschnitte senkrecht steht, 
schneidet die Fläche in einem 
Kegelschnitte c; x sei eine Achse 
von c und A einer ihrer Endpunkte 
(Fig. 92). Die Kreisschnitte \ und 
^2 durch A treffen c außerdem noch 
in je einem der beiden Punkte K^ 
und K^, die zu x symmetrisch liegen; pjg 92, 

beide Kreise gehören einer Kugel an, 

für die der Kreis durch J, Z^, K^ ein größter Kreis ist Jeder Kreis 
dieser Kugel trifft die Fläche in vier Punkten, die paarweise auf Äj und k^ 
liegen. Insbesondere schneidet der Kugelkreis Z, dessen Ebene in x 
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auf der Ebene von c senkrecht steht und den Hauptschnitt b ent- 
hält, die Fläche in vier zusammenfallenden Punkten, denn er berührt 
in Ä die beiden Kreise k^ und k^. Dieser Kugelkreis l hat mithin 
auch mit b vier unendlich nahe Punkte gemein, er ist also der 
Krümmungskreis von b im Scheitel A. In der Figur sind b und Z 
um X in die Ebene von c als b^ und l^ umgelegt; Z^ deckt sich aber 
mit dem Kugelkreise durch A, K^, K^, so daß K^ und K^ sich als 
Schnittpunkte von l^ und c bestimmen. Nun sind für die Kurven Z^ 
und c die Gerade ^^iK^ und die Tangente tinA gemeinsame Sehnen; 
demnach bilden sie nach 120 u. 121 die Doppelstrahlen einer In- 
volution; ihre Strahlenpaare gehen durch die Punktepaare, die in 
bezug auf beide Kurven konjugiert sind. Als ein Paar konjugierter 
Punkte wählen wir einen unendlich fernen Punkt (eine bestimmte 
Eichtung), etwa J^, und den Punkt J, in dem sich die zu der ge- 
wählten Richtung konjugierten Durchmesser von Z^ und c schneiden. 
Diese beiden Punkte werden von t und K^K^ harmonisch getrennt, 
d. h. J hat von t und -^j^g gleichen Abstand. 

168. Ist die Fläche ein Ellipsoid mit dem Mittelpunkte 0, 
so sind b^ und c Ellipsen mit der gleichen Halbachse OA und den 

weiteren Halbachsen OC^ 
resp. OJB, wobei OC^ > OB 
ist (Fig. 92). Der Mittel- 
punkt L von Iq ergibt 
sich nach 274 Bd. I 

{GA\\C,0, GC,\\AO, 
GZ±ACq)\ der Punkt/, 
der dem unendlich fernen 
Punkt von AB konju- 
giert ist, liegt auf dem 
Durchmesser JZ von Z^ 
{JZ J. AB) und auf dem 
Durchmesser HO von c 
(HA\\BO, EB\\AO). K^K^ trifft HO in (g, wobei QJ^JH ist. 
Schneidet x die Kurven c und Z^ noch in A^ resp. ^, so liegt 
offenbar der Schnittpunkt R von A^B mit A^R {± AB) auf Ä^K^. 
Ist die Fläche ein elliptisches Paraboloid, so sind b^ und 
c Parabeln mit der gleichen Achse x und dem gleichen Scheitel A, 
und es schließt b^ die Parabel c ein (Fig. 93). Ist Z bekannt und P 
ein belieger Punkt von c, so ist dem unendlich fernen Punkte von PA 
in bezug auf beide Kurven der Punkt J konjugiert, in dem sich die 
Geraden JZ{±PA) und JM{\\x) schneiden, wenn MP = MA ist 




Fig. 93. 
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/ steht von K^ K^ und t gleich weit ah, ändert sich also J, so ändert 
sich K^K^ und damit der Kreis l^^ liegt speziell /auf t, so wird 
der Kreis zum Krümmungskreise von c in A. Demnach bestimmt 
sich L als Mittelpunkt des Krümmungskreises l^ von b^ in Ä, indem 
man die Sehne AB^ in iV halbiert [B^ ist ein beliebiger Punkt 
von b^, von N das Lot auf t fällt und durch seinen Fußpunkt N' 
die Gerade N'L s_ AB^ zieht. Einfacher noch bestimmt sich der 
Punkt A^, der Schnittpunkt von l^ und ar, indem man von dem be- 
liebigen Punkte Bq von b^ auf ^ ein Lot fällt und durch seinen 
Fußpunkt B' die Gerade B'A^ JL ^^o zieht. Offenbar liegt jetzt 
der Punkt Ä = PÄx^2^ auf JC^Zg, wenn PR\\x und A^R±AP ist. 
Ist die Fläche ein zweischaliges Hyperboloid mit dem 
Mittelpunkte 0, so sind b^ und c Hyperbeln mit der gleichen Halb- 





Fig. 94. 



Fig. 95. 



achse OA und den Asymptoten OC^ resp. OB, wobei OCq>OB ist 
(Fig. 94), wenn man unter C^ und B die Schnittpunkte der bezüg- 
lichen Asymptoten mit der Tangente ^ in ^ versteht. Der Mittel- 
punkt 1 des Krümmungskreises von b^ in A liegt nach 269 Bd. I 
auf der Geraden IjCq{± C^O). Dem unendlich fernen Punkte von OB 
gehört die Asymptote OB als Polare in bezug auf b und LJ als 
Polare in bezug auf / zu; der zu ihm konjugierte Punkt /ist also der 
Fußpunkt des von Z auf OÄ gefällten Lotes. K^K^ trifft OB in Q, 
wobei QJ=JB ist. Für das einschalige Hyperboloid ist die 
Konstruktion analog, an Stelle der Hyperbel b^ tritt nur eine 
Ellipse b^ mit der Halbachse AO und der weiteren Achse C^O, 
wobei 0^0 > AO ist (Fig. 95). 
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Die Konstanten der Flächen zweiten Grades. Die Fläclien durcli 
neun, aclit und sieben Punl(te. 

169. Kennt man von einer Fläche 2. Grades drei ebene Schnitte 
k, l und m, so ist ihre Schnittkurve u mit jeder anderen Ebene be- 
stimmt; denn u enthält die sechs Punkte, in denen ä, / und m von 
dieser Ebene geschnitten werden. Auch wenn die sechs Punkte teil- 
weise oder insgesamt imaginär werden, ist nach 81 u. f. die Kurve u 
bestimmt. Wählt man die drei Kegelschnitte ä, Z, m beliebig, jedoch 
so, daß sie sich paarweise in reellen oder imaginären Punkten 
schneiden, dann geht durch sie eine Fläche 2. Grades^ wie weiterhin 
gezeigt werden soll. Die Annahme der Kegelschnitte ä, /, m kann 
durch die Annahme von neun Punkten ersetzt werden; von diesen 
wählt man etwa fünf in der Ebene K und gibt dadurch ä, drei 
weitere in der Ebene A und gibt dadurch Z, das ja die Schnitt- 
punkte von A mit k enthalten muß, den neunten Punkt nimmt man 
in der Ebene M und gibt dadurch wi, das die Schnittpunkte von M 
mit k und l enthalten muß. Es wird nun später gezeigt werden, 
daß auch durch neun ganz willkürlich gewählte Punkte eine Fläche 
2. Grades gelegt werden kann, so daß die Zahl der Konstanten 
oder der willkürlichen Punkte einer Fläche 2. Grades 
gleich neun ist.^^) 

170. Wir gehen jetzt von drei Kegelschnitten ä, Z, m aus, und 
nehmen an, daß sich Z, m in den Punkten ^4^, A^y femer m, k in 
B^, B^, endlich k, Z in C^, C^ schneiden. Wir werden beweisen, 
daß die Kegelschnitte ä, l,.m eine Fläche 2. Grades be- 
stimmen, d. h. daß in zwei beliebigen Ebenen zwei Kegel- 
schnitte liegen, die sich gegenseitig und -jeden der Kegel- 
schnitte k, Z, m je zweimal schneiden. Die Geraden A^A^, 
B^B^, Cj C^ haben den Punkt S gemein, der den drei Ebenen der drei 
Kegelschnitte angehört. Die vierten harmonischen Punkte zu S und 
den Punktepaaren A^A^, resp. B^B^, resp. C^C^ bestimmen eine 
Ebene Z, welche die Polaren von 8 in bezug auf jeden der drei 
Kegelschnitte enthält. Deshalb liegen die Punkte A^ B^ x A^B^ = P, 
A^B^ X A^B^ =^ P' in I, denn PP' ist die Polare von S bezüg- 
licli m\ ebenso liegen die Punkte B^ C^ xB^C^ = Q, B^ C^ xB^C^=^Q\ 
C^A^ X C^A^ ^ B, C^A^ X ^2^1 = -ß' in 21. Diese drei Punktepaare 
bilden die Gegenecken eines vollständigen Vierseits — PQR, PQ' S^, 
FQR' und FQ'R sind seine Seiten — denn die Punkte P, Q, R 
liegen in Z und der Ebene A^B^C^, die Punkte P, Q', R' liegen 
in Z und der Ebene A^B^C^y u. s.w. Es sei nun in Fig. 96 die 
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Ebene Z mit dem Vierseit dargestellt, seine Diagonalen PP', QQ\ 
RR' sind die Polaren von S in bezug auf w, k und / respektive; 
PP' X QQ' = By qq' X RR' = C, RR' xPP' -^Ä sind die Schnitt- 
punkte von I mit den Geraden B^B^, ^i^2> ^1^2 respektive. 
Z wird femer von k, 1, 
m in den Punktepaaren 
K^K^, L^L^y M^M^ ge- 
schnitten, von denen das 
erste durch q und Q', 
das zweite durch R und 
R\ das dritte durch P 
und P' harmonisch geteilt 
wird, da Q und q' har- 
monische Pole von k 
sind u. s. w. Legen wir 
jetzt durch iTj, JT^, Z^, 
ig, jlfj den Kegelschnitt 5, 
so sind qq' und ebenso 
ÄÄ' harmonische Pole 
von s\ nach 115 folgt 
hieraus, daß auch PP' 
harmonische Pole von s 
sind, was weiter zur 

Folge hat, daß s auch durch M^ geht. Die sechs Schnittpunkte 
von Z mit ä, / und m liegen auf einem Kegelschnitte s. 

Wir wählen eine neue Ebene durch /S, die ä, /, m in den Punkte- 
paaren B^B^ resp. B^B^ resp. jPji^g schneiden mag; die Punkte D, 
^, jP, die mit 8 zusammen diese Punktepaare harmonisch teilen, 
liegen wieder in Z. Die drei Punktepaare liegen auf einem Kegel- 
schnitte w, der Z in ]S\ und N^ schneiden mag, denn BBF ist die 
Polare von & in bezug auf n\ wir wollen nun zeigen, daß s durch 
iVj und JVg g®^*- Grehen wir von den Punktepaaren C^Cg, B^B^ 
und B^ J&2 aus und stellen die gleichen Überlegungen wie vorher an, 
so erkennen wir, daß die Punkte C^ B^xC^B^=^U und C^ B^ x C^B^ = V 
die Sehne K^K^ harmonisch teilen, und daß ebenso die Punkte 
Cj^i xC^B^^r und C^B^ xC^B^^V die Sehne L^L^ harmonisch 
teilen. i7, V und V, V' sind demnach Paare harmonischer Pole 
von s\ sie bilden zwei Paar Gegenecken eines Vierseit s, dessen 
drittes Paar die Punkte W^ D^B^ x B^B^ und W ^ B^E^x B^B^ 
bilden. W, W sind also ebenfalls harmonische Pole von «, nach 
der Konstruktion liegen sie aber zu N^N^ harmonisch. In gleicher 
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Weise schUeßen wir, daß die Punkte X^E^F^x E^F^ und T = E^F^ 
X E^F^ harmonische Pole von s sind; sie teilen auch die Sehne 
iV^iVg harmonisch. Da aber iV^ iVg sowohl zn Jf, JT wie zu X, X' 
harmonisch sind, und da W^ W* und X, X' harmonische Pole von s 
sind, so geht s durch N^ und N^. Jede Ebene durch S schneidet 
somit die vier Kurven ä, ly m, s in vier Punktepaaren, die auf 
einem Kegelschnitte liegen. Überhaupt schneiden sich je zwei Kegel- 
schnitte, deren Ebenen durch 8 gehen und die ä, /, ?w je zweimal 
treffen, in zwei Punkten. Denn eine beliebige Ebene durch -<S 
schneidet die fünf Kurven k, l, m, n, s in fünf Punktepaaren, und 
nach dem soeben gefundenen Eesultate liegen sowohl die vier Punkte- 
paare von k, l, m, s, als auch die vier Punktepaare von k, l, n, s 
auf einem Kegelschnitte; beide Kegelschnitte sind aber identisch, 
da sie sechs Punkte gemein haben. 

Ist T ein Punkt von Z, so werden alle Kegelschnitte, die k, 
l, m je zweimal treffen und deren Ebenen durch ST gehen, diese 
Gerade in den nämlichen beiden Punkten T^ und T^ schneiden, die 
ST harmonisch teilen. Ist n ein solcher Kegelschnitt, so ist der 
Schnittpunkt Z seiner Tangenten in T^ und T^ der Pol von T^T^\ 
Z und T sind also harmonische Pole von w. Z und T sind aber 
auch' harmonische Pole von s\ sie liegen ja beide in Z, und n und s 
schneiden sich in zwei Punkten. Demnach liegt Z auf der Polaren 
von T in bezug auf 5, und wir sehen, daß alle jene Kegelschnitte 
durch jTp T^ im Punkte T^ Tangenten besitzen, die in einer Ebene T^ 
liegen; diese Ebene schneidet Z in der Polaren von T in bezug auf s. 
Gleiches gilt für die Tangenten im Punkte T^, sie liegen in einer 
Ebene 1^. Jeder Kegelschnitt durch T^ und T^, der in diesen 
Punkten T^ resp. Tg berührt, schneidet die vier Kurven k, Z, m, s 
je zweimal, sobald er eine von ihnen trifft; n und o seien zwei 
solche Kegelschnitte. 

Wir können nun endlich beweisen, daß zwei beliebige Ebenen 
TT und P die Kurven ä, /, m in je drei Punktepaaren schneiden, die 
je einem Kegelschnitt angehören, und daß diese beiden Kegelschnitte 
zwei Punkte gemein haben. Der Schnittpunkt der Ebenen Z, TT, P 
sei T\ k, l, wi, s, n, o sollen die frühere Bedeutung haben. Der 
vorher bewiesene Satz läßt sich jetzt auf die drei Kurven n, 0, s, 
deren Ebenen durch T gehen, anwenden. Demnach haben je zwei 
Kegelschnitte ein Punktepaar gemein, wenn sie die Kurven n, o, s je 
zweimal treffen und ihre Ebenen durch T gehen. Durch die sechs 
Schnittpunkte von TT mit n, o und s geht ein Kegelschnitt p, und 
durch die sechs Schnittpunkte von P mit n, o und s ein Kegel- 
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schnitt r, beide treffen sich in zwei Punkten, p und r schneiden 
alle Kegelschnitte je zweimal, deren Ebenen durch T gehen und die 
mit n, o und «je zwei Punkte gemein haben. Im besonderen 
schneiden p und r alle Kegelschnitte zweimal, die durch T^ und T^ 
gehen, daselbst Tj und Tg berühren und noch s treffen; diese Kegel- 
schnitte treffen nach obigem außerdem jede der Kurven ä, /, m je 
zweimal. Ist nun / ein Schnittpunkt von TT und A, so trifft der 
Kegelschnitt durch /, der Tj und Tg in T^ und Tg berührt, die Kurve * 
(ebenso /, m) zweimal; er ist demnach von der zuletzt genannten 
Art und trifft auch p in zwei Punkten, es sind das seine Schnitt- 
punkte mit TT, zu denen auch J gehört. Die Kurve p geht somit 
durch / und ebenso durch die übrigen Schnittpunkte von TT mit ä, 
/ und wi. In gleicher Weise geht r durch die Schnittpunkte von 
P mit Ä, l und m, und da schon vorher gezeigt wurde, daß /? und r 
ein Punktepaar gemein haben, so ist der Beweis für unseren Satz 
erbracht. 

171. Bei der ganzen, soeben gemachten Beweisführung war 
angenommen, daß die Kurven ä, Z, m, s, n, o, p, r sich in reellen 
Punktepaaren schneiden; es ist das jedoch durchaus nicht nötig. 
Man hätte nur überall statt des gemeinsamen reellen Punktepaares 
zweier Kurven die gemeinsame Involution der harmonischen Pole 
auf der Schnittlinie ihrer Ebenen zu setzen; die reellen oder ima- 
ginären Doppelpunkte dieser Involution bilden eben jenes gemeinsame 
Punktepaar. J, i?, C sind reell; Ay B sind die Doppelpunkte einer 
Involution, die dadurch bestimmt ist; ebenso bilden M^, M^ die 
Doppelpunkte einer Involution, gleichviel ob sie reell oder imaginär 
sind. P P' ist das gemeinsame Punktepaar beider Involutionen, es 
ist nur dann imaginär, wenn M^, M^ reell sind und die Strecken 
AB und M^M^ sich teilweise überdecken (vergl. 78). Sind die 
Punktepaare P P'y QQ\ ER' alle drei reell, so gibt es einen Büschel 
von Kegelschnitten durch M^, Jl/g, JT^, Zg, mögen diese Punkte nun 
reell oder imaginär sein (vergl. 82); dieser Büschel schneidet R R' in 
einer Involution, deren Doppelpunkte Jff, R' sind; denn P, F und 
Q, Q' sind konjugierte Pole des Büschels, also auch Jff, R\ Da jedoch 
üj, ig (reell oder imaginär) zu R, R'' harmonisch liegen, so geht 
eine Kurve des Büschels durch i^, L^ hindurch. Man gelangt so 
wieder zur Kurve 5, die indessen auch ganz imaginär sein kann. Ist 
das Punktepaar P, P' reell, sind dagegen Q, Q' und Ä, R' imaginär 
(alle drei Paare können nicht imaginär sein), so sind K^, JTg und 
ij, Zg reell. In diesem Falle bilden K^, K^ und P, C zwei Punkte-» 
paare einer Involution und ebenso Zj, L^ und ^, (7 die einer andern 

BOHK n. Pappbhxtz. IU. 8. Aufl. 9 



130 



Die Flächen zweiten Orades, 



Involution; aus jedem der beiden reellen Punkte P und P' projizieren 
sich dann nach 79 die beiden Punktinvolutionen durch die nänw 
liehe Strahleninvolution, und es sind P und P' harmonische Pole in 
bezug auf jeden Kegelschnitt, der von jeder Involution ein Punkte- 
paar enthält. P und P' sind also harmonische Pole für alle Kegel- 
schnitte durch Zj, K^, L^, L^, und da M^, M^ (reell oder imaginär) 
■zu P, P' harmonisch liegen, so geht ein Kegelschnitt s auch 
durch M^y M^. 

Die weiteren Teile des früheren Beweises benutzen die Existenz 
der Kurve s und wenden immer die gleiche Schlußfolgerung an, so 
daß hiernach der Beweis auch für imaginäre Schnittpunkte der 
Kurven ä, /, m seine Gültigkeit behält, aber auch für reelle Schnitt- 
punkte der Kurven ä, /, m und eine völlig imaginäre Kurve s. 

172. Durch neun beliebige Punkte soll eine Fläche 
2. Grades gelegt werden. Zu diesem Behufe teile man die neun 




Fig. 97. 



gegebenen Punkte 1, 2, 3, . . ., 9 beliebig in drei Tripel und lege 
durch jedes Tripel eine Ebene, so erhält man etwa die drei Ebenen 
A = 123, B = 456, T = 789, die sich in einem Punkte 8 schneiden.» 
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Kann man nun drei Kegelschnitte k, l und m durch die Punkte 

1, 2, 3 resp. 4, 6, 6 resp. 7, 8, 9 angeben, die zu zwei und zwei sich 
in zwei Punkten schneiden, so geht durch sie die gesuchte Fläche 

2. Grades und ist dadurch bestimmt. 

Betrachten wir nun nur die beiden Tripel 1, 2; 3 und 4, 5, 6 
in den Ebenen A und B, so gehört zu jedem Kegelschnitt durch 
das eine Tripel ein ganz bestimmter Kegelschnitt durch das andere 
Tripel, wenn man verlangt, daß beide Kurven die Gerade c =^ A X B 
in dem nämlichen Punktepaar treffen sollen (Fig. 97). Zwei der- 
artige Kegelschnitte sollen kurz entsprechende Kegelschnitte 
in A und B oder auch nur entsprechende Kegelschnitte heißen. 
Wir untersuchen weiter die Polaren von S in bezug auf die Kegel- 
schnitte durch das eine Tripel und ebenso in bezug auf die durch 
das andere Tripel. Jede Gerade von A tritt als Polare eines be- 
stimmten Kegelschnittes auf (der auch zerfallen kann); gleiches gilt 
für jede Gerade von B. Zwei Geraden von A und B nennen wir 
entsprechend, wenn sie die Polaren von S in bezug auf ent- 
sprechende Kegelschnitte sind. Jeder Geraden in A entspricht 
eine bestimmte Gerade in B und umgekehrt; entsprechende Gerade 
schneiden sich auf c. Denn zu einer beliebigen Geraden in A ge- 
hört ein Kegelschnitt durch 1, 2, 3, für den sie die Polare von S 
darstellt; er schneidet c in einem Punktepaare (reell oder imaginär), 
das mit 4, 5, 6 einen Kegelschnitt in B bestimmt, und diesem ge- 
hört eine bestimmte Gerade von B als Polare von S zu. Beide Ge- 
raden treffen c in demjenigen Punkte, der mit S zusammen jenes 
Puidrtepaar harmonisch trennt. Es soll nun bewiesen werden, daß 
durch die entsprechenden Geraden eine Perspektive Beziehung der 
Ebenen A und B aufeinander definiert wird. Dazu brauchen wir 
nur zu zeigen, daß jedem Büschel von Geraden in A ein Büschel 
von Geraden in B entspricht. Ein Kegelschnittbüschel in A, der 
1, 2, 3 und einen weiteren festen Punkt zu Grundpunkten hat, 
schneidet c in Punktepaaren einer Involution; diese bestimmen mit 
den Punkten 4, 5, 6 Kegelschnitte in B, die ebenfalls einen Büschel 
bilden, also außer 4, 5, 6 noch einen weiteren Punkt gemein haben 
(vergl. 131). Dem Punkt S ist in bezug auf den Büschel in A ein 
bestimmter Punkt konjugiert, durch ihn gehen alle Polaren von S 
in bezug auf die Kegelschnitte des Büschels; ebenso ist dem Punkt üJ 
ein bestimmter Punkt in bezug auf den Büschel in B konjugiert 
Da nun die beiden Kegelschnittbüschel in A und B sidi entsprechen, 
so tun dies auch ihre Polaren, d. h. den Geraden durch einen be- 
stimmten Punkt von A entsprechen die Geraden durch einen bestimmten 
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Punkt von B. Somit sind die Systeme entsprechender Geraden in 
A und B perspektiv, und 0^ sei das Zentrum dieser Perspektive. 

Wir gewinnen also das Eesultat, daß jede Ebene durch den 
Punkt O3 die Ebenen A und B in Gei*aden schneidet, die als Polaren 
von S zwei entsprechenden Kegelschnitten zugehören. Ganz ebenso 
existiert ein Punkt 0^ von der Beschaffenheit, daß jede Ebene durch 
ihn die Ebenen B und V in, Geraden schneidet, die als Polaren von 8 
zwei entsprechenden Kegelschnitten dieser Ebenen zugehören. Die 
gleiche Bedeutung hat ein Punkt 0^ für die entsprechenden KegeU 
schnitte in A und f. Die Ebene 0^ 0^ 0^ schneide a = B X f in 
A, Ä = r X A in jB, c = A X B in C\ femer sei k der Kegelschnitt 
durch 1, 2, 3 mit S und BC als Pol und Polare; ebenso seien l und m 
die Kegelschnitte durch 4, 5, 6 resp. 7, 8, 9 mit 8 und CA resp. 
AB als Pol und Polare. Dann entsprechen sich in A und B die 
Kurven k und /, in B und f die Kurven / und m, in V und A die 
Kurven m und k\ d. h. diese drei Kegelschnitte schneiden sich 
paarweise in zwei Punkten und liegen deshalb auf einer Fläche 
2. Grades. Man erkennt hieraus auch, daß durch neun Punkte 
eine und nur eine Fläche 2. Grades geht 

178. Hinsichtlich der Konstruktion ist noch anzugeben, wie 
man am einfachsten die Punkte 0^, 0^, 0^ findet. Um etwa O3 zu 
zeichnen, suchen wir zu drei Geraden der Ebene A die entsprechenden 
Geraden in B. Der Geraden Äl in A gehört als Kegelschnitt das 
Geradenpaar äI, 23 zu; diesem entspricht in B der Kegelschnitt 
durch 4, 5, 6, 8 und P == c x 23; seine Tangente SU in 8 entspricht 
der Geraden 81. Das Pascal' sehe Sechseck 4, 5, 6> 8, 8, P bestimmt 
diese Tangente; denn ihr Schnittpunkt U mit 45 liegt mit den 
Punkten i^ = 56 X c und 8& X P4 in gerader Linie. Ebenso ent- 
spricht der Geraden 52 von A die Gerade äT in B, wobei sich V 
durch das Pascal' sehe Sechseck 4, 5, 6, 8, 8, Q bestimmt, wenn 
Q = c X 13 ist; die Verbindungslinie von 72 = 56 x c mit 8ß x Q^ 
schneidet 45 in F. Als drittes Paar entsprechender Kegelschnitte 
in A und B wählen wir die Geradenpaare 23, IJR und 56, 4P; die 
Polaren p^ und p^ von 8 in bezug auf diese Geradenpaare ent- 
sprechen sich, p^ geht durch 23 X El und den Punkt, der durch 
kreuzweises Verbinden der Schnittpunkte von 23 und Rl mit b und c 
entsteht; p^ geht durch 56 x P4 und c x Py Die Verbindungs- 
linien von 51 XPi mit 8UXP2 und vonÄ2xjE?j mitÄTxPa treffen 
sich in O3- In gleicher Weise zeichnet man 0^ und 0^ 

Soweit bedarf man zur Konstruktion nur eine einzige Projektion, 
und es sind noch die Schnittlinien BC, CA, AB der Ebene O^O^O^ 
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mit den Ebenen A, B, f zu finden. Auch hierzu bedarf man der 
andern Projektion nicht. Auf den Geraden BC, C^ und AB liegen 
die Durehstoßpunkte von 0^0^ und 0^0^ mit den Ebenen A, B 
und r respektive, diese ergeben sich aber auf folgende Weise. 
Die Ebene SO^O^ schneidet A, B und f in Geraden, ihre Schnitt- 
punkte mit OjOg sind die gesuchten Durchstoßpunkte. Sind aber 
A^, B^, Cj drei beliebige Punkte auf a, h, c, so. liegt der Punkt 
0^ = ÄO3 X ^lA^i ^^^ ^®^ Verbindungslinien von 51 X B^C^ mit 
Süx C^A^ und S2xB^C^ mit SFx C^A^\ analog findet man den 
Punkt 0^ = SO^ X A^B^Cy Die Gerade 0^0^ schneidet B^C^y C^A^ 
und A^B^ in Punkten, die mit S verbunden die Schnittlinien von 
SO^O^ mit A, B und f darstellen. 

174. Aus der Konstruktion der Fläche 2. Grades durch neun 
Punkte folgt, daß es durch acht beliebige Punkte noch unendlich 
viele Flächen 2. Grades gibt. Zwei Flächen 2. Grades schneiden 
sich in einer Raumkurve 4. Ordnung, d. h. in einer Kurve, 
die mit jeder Ebene vier Punkte gemein hat; die vier Punkte können 
reell oder paarweise konjugiert imaginär sein. In der Tat schneidet 
jede Ebene die beiden Flächen in zwei Kegelschnitten, die vier 
Punkte gemein haben. Alle Flächen 2. Grades durch acht be- 
liebige Raumpunkte haben eine Raumkurve 4. Ordnung 
gemein; die Gesamtheit dieser Flächen heißt ein Flächen- 
büschel, die gemeinsame Kurve die Grundkurve de? 
Büschels.^®) Zum Beweise zeigen wir, daß die Schnittkurve von 
zweien dieser Flächen auch auf den übrigen liegt. Sind 1, 2, 3, . . . , 8 
xlie gegebenen Punkte und 0, und (p^ zwei Flächen durch sie, die 
sich in der Kurve u schneiden, dann ist nachzuweisen, daß eine be- 
liebige Ebene A alle Flächen in den Kegelschnitten eines Büschels 
schneidet, dessen Grundpunkte auf u liegen. Seien nun A und B 
die Ebenen durch 1, 2, 3 resp. 4, 5, 6, sei ferner a9 der gemeinsame 
Punkt von A, B und A, sei endlich f die Ebene durch 7, 8, S. 
Dann schneiden <t>^ und (p^ die Ebenen A, B, f, A in den Kegel- 
schnitten Äj, Äg, resp. /j, /g, resp. rwj, m^, resp. Wj, n^] dabei haben 
Äj, /j, »ij, 72j paarweise zwei Punkte gemein, gleiches gilt für k^, /,, 
m^, nj. Die Polaren von S in bezug auf die Kurven Äj, Z^, m^ w^ 
liegen in einer Ebene, der Polarebene von S in bezug auf 0^, ebenso 
liegen die Polaren von S in bezug auf die Kurven k^, 4, m^, n^ in 
der Polarebene von S in bezug auf Og* ^^^ Schnittlinie beider 
Polarebenen möge die Ebenen A, B, f, A in den Punkten A, B, C, I) 
respektive treffen, dann sind & und A harmonische Pole in bezug 
auf alle Kegelschnitte des Büschels, der \ und k^ enthält und den 
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wir kurz durch (ä^ k^) bezeichnen, u. s. w. Jede Gerade in A durch A 
stellt nun die Polare von 8 in bezug auf einen bestimmten Kegel- 
schnitt des Büschels {k^ k^) dar. Nehmen wir jetzt auf A X B einen 
beliebigen Punkt P an, so gibt es in dem Büschel (h^k^) einen 
Kegelschnitt k^, der 8 und AP zu Pol und Polare hat; ebenso ent- 
hält der Büschel (l^l^) einen Kegelschnitt /g, für den 8 und JBP Pol 
und Polare sind. Äg und Zg schneiden A X B in dem nämlichen 
Punktepaar; denn dasselbe liegt erstens zu 8 und P harmonisch 
und gehört zweitens einer Involution an, von der zwei Punktepaare 
auf 0j und <t>2 liegen, wodurch es bestimmt ist (vergl. 78). Daraus 
geht hervor, daß eine beliebige Ebene durch die Gerade AB CD die 
Ebenen A, B, f, A in vier Geraden schneidet, die als Polaren von 8 
in den Büscheln {k^k^), (Zj/g)* ('"1^2)^ ("1^2) ™^ Kegelschnitte k^, 
/g, mg und Wg bestimmen, und daß diese sich paarweise in zwei 
Punkten treffen. Die Kegelschnitte Äg, Zg, wig, n^ liegen auf einer 
Fläche 2. Grades, die einerseits die acht Punkte 1, 2, . . ., 8 enthält 
und andererseits durch die Schnittpunkte von n^ und n^, d. h. durch 
die Schnittpunkte von u mit der beliebigen Ebene A geht. Ein 
Flächenbüschel schneidet jede Ebene in einem Kegel- 
schnittbüschel, jede Gerade in den Punktepaaren einer 
Involution. 

175, Die Polarebenen jedes Eaumpunktes in bezug auf 
alle Flächen eines Büschels schneiden sich in einer Ge- 
raden; die Gerade heißt dem Punkte konjugiert in bezug 
auf den Büschel. Denn legt man durch einen Punkt P zwei 
Ebenen, so schneiden sie den Flächenbüschel in zwei Kegelschnitt- 
büscheln, und es gibt in jeder der beiden Ebenen einen Punkt, der 
zu P konjugiert ist in bezug auf alle Kegelschnitte des betreffenden 
Büschels, Folglich bildet jeder dieser beiden Punkte mit P zu- 
sammen ein Paar harmonischer Pole für alle Flächen des Büschels; 
sie liegen also in sämtlichen Polarebenen von P in bezug auf die 
einzelnen Flächen des Büschels. 

17 6, Die Schnittkurve zweier Flächen 2. Grades kann in 
mehrere Kurven zerfallen, und wir wollen kurz die Möglichkeiten 
untersuchen. Besitzen zwei Flächen 2. Grades einen gemein- 
samen Kegelschnitt, so haben sie noch einen zweiten Kegel- 
schnitt gemein. Dabei ist hervorzuheben, daß ein solcher Kegel- 
schnitt auch in zwei sich schneidende Geraden zerfallen kann. Ist 
nämlich k der gemeinsame Kegelschnitt und Z der übrige Teil der 
Schnittkurve, so lege man durch drei Punkte von Z eine Ebene, die 
natürlich auch k in zwei Punkten schneidet; diese fünf Punkte liegen 
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auf einem Kegelsclmitte, der offenbar beiden Flächen angehören muß 
und den Eest / ihrer Durchdringungskurve bildet Inabesondere 
können sich zwei Flächen 2. Grades längs eines Kegelschnittes 
berühren. 

Besitzen zwei Flächen 2. Grades zwei gemeinsame wind« 
schiefe Gerade, so haben sie noch zwei weitere Gerade ge- 
mein. Man erkennt dieses sofort, wenn man einerseits bedenkt, daß 
die gesamte Durchdringungskurre von der 4. Ordnung ist, und anderer- 
seits sich klar macht, daß durch jeden gemeinsamen Punkt beider 
Flächen eine gemeinsame Erzeugende geht, die jene beiden wind- 
schiefen Geraden trifft Die gemeinsamen Ek'zeugenden einer jeden 
Schar können auch zusammenfallen, dann berühren sich beide Flächen 
längs zweier sich schneidender Geraden. 

177. Besitzen zwei Flächen 2. Grades eine gemeinsame 
Gerade, so haben sie noch eine Eaumkurve 3. Ordnung 
gemein; jeder Punkt dieser Kurve kann als Scheitel eines 
Kegels 2. Ordnung dienen, der sie ganz enthält. Mit anderen 
Worten: Die Projektion einer Baumkurve 3. Ordnung aus 
einem ihrer Punkte auf eine beliebige Ebene ist stets ein 
Kegelschnitt^'^] Die Eaumkurve 3. Ordnung kann hiemach als 
Schnittkurve zweier Kegelflächen 2. Ordnung mit einer gemeinsamen 
Mantellinie gewonnen werden. Um unsere Behauptung zu beweisen; 
bemerken wir zunächst, daß die beiden Flächen 2. Grades Eegel- 
flächen mit einer gemeinsamen Erzeugenden ff sind, und daß alle 
Erzeugenden dieser Flächen, die mit ff von der gleichen Schar sind, 
die Eaumkure 3. Ordnung je zweimal treffen. Denn jede solche 
Gerade der einen Fläche trifft die andere in zwei Punkten, die auf 
der Schnittkurve beider Flächen liegen müssen; da aber ^ zu diesen 
Geraden windschief ist, so gehören beide Punkte der Eaumkurve 
3. Ordnung an. Ebenso erkennt man, daß die Erzeugenden der 
beiden Flächen, die nicht zu der gleichen Schar wie ff gehören, die 
Kurve 3. Ordnung nur je einmal treffen. Ist nun 8 ein Punkt der 
Kurve und sind ff^ resp. ff^ diejenigen Erzeugenden der beiden 
Flächen, die durch S gehen und zu ff windschief sind, so kann die 
eine Fläche durch zwei projektive Ebenenbüschel mit den Achsen ff 
und ff^, die andere Fläche durch projektive Büschel mit den Achsen ff 
und ff^ erzeugt werden. Die Ebenenbüschel mit den Achsen ff^ und ff^ 
sind beide zu dem Büschel mit der Achse ff projektiv, also sind 
sie auch unter sich projektiv; da aber^^ und ^2 sich in Anschneiden, 
so schneiden sich die entsprechenden Ebenen beider Büschel in den 
Mantellinien einer Kegelfläche 2. Grades mit dem Scheitel S. Die 
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entsprechenden Ebenen durch g, g^^ g^ schneiden sich nun in Punkten« 
die beiden Regelflächen angehören^ also geht die Kegelfläche durch 
die Eaumkurve 3. Ordnung hindurch. Zugleich erkennen wir den 
Satz: Enthält eine Eegelfläche 2. Grades eine Raumkurve 
3. Ordnung, so wird die eine Schar ihrer Erzeugenden von 
Doppelsekanten, die andere yon einfachen Sekanten dieser 
Kurve gebildet. Dabei bezeichnen Doppel- und einfache Sekanten 
solche Gerade, die die Raumkurve zwei- resp. einmal treffen. Die 
reellen Doppelsekanteh sind eigentliche oder isolierte, je nach-» 
dem sie die Kurve in zwei reellen oder zwei imaginären Punkten 
treffen. Eine Ebene enthält drei eigentliche Doppelsekanten, wenn 
sie die Kurve in drei reellen Punkten schneidet, dagegen eine iso- 
lierte und zwei konjugiert imagiimre, falls sie die Kurve nur in 
einem reellen Punkte trifft. 

178, Durch eine Raumkurve 3. Ordnung und zwei ihrer 
Doppelsekanten läßt sich eine und nur eine Regelfläche 

2. Grades legen. Sind a und b diese Sekanten und A^, ^^ resp. 
B^y B^ ihre auf der Raumkurve liegenden Punkte, dann gehen durch 
die Raumkurve zwei Kegel 2. Grades mit den Scheiteln Ä^ resp. B^, 
Die Ebenenbüschel mit den Achsen Ä^Ä^ und Ä^B^ sind dadurch 
projektiv aufeinander bezogen, daß sich je zwei Ebenen durch den 
nämlichen Punkt der Raumkurve entsprechen; sie erzeugen den Kegel 
mit dem Scheitel Ay Die Ebenenbüschel mit den Achsen A^B^ 
und B^B^ sind ebenfalls so projektiv aufeinander bezogen, daß ent- 
sprechende Ebenen durch den nämlichen Kurvenpunkt gehen. Dem- 
nach sind auch die Ebenenbüschel mit den Achsen A^B^ und A^B^ 
projektiv, wenn je zwei Ebenen durch den nämlichen Punkt der 
Raumkurve sich entsprechen. Diese Ebenenbüschel erzeugen ein 
Hyperboloid^ das die Raumkurve 3. Ordnung und die Geraden A^B^ 
und A^B^ enthält. 

Man kann das Resultat auch dahin aussprechen, daß durch 
eine Raumkurve 3. Ordnung und zwei beliebige Raumpunkte — 
falls ihre Verbindungslinie keine Doppelsekante der Kurve ist — 
eine und nur eine Fläche 2. Grades gelegt werden kann. Denn 
durch jeden Raumpunkt geht eine eigentliche oder isolierte 
Doppelsekante der Raumkurve 3. Ordnung. Es folgt dieses 
Resultat unmittelbar daraus, daß durch die Raumkurve und eine 
ihrer Doppelsekanten ein Büschel von Hyperboloiden geht; eines 
unter ihnen enthält den beliebigen Raumpunkt P, und von seinen 
beiden Erzeugenden durch P ist die eine eine Doppelsekante der Kurve 

3. Ordnung. Zieht man nun durch die beiden Raumpunkte die 
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bezüglichen Doppelsekanten, so ist die Aufgabe auf die vorhergehende 
zurückgeführt. Denn diese Doppelsekanten müssen auf der gesuchten 
Mäche 2. Grades liegen, da sie je drei Punkte mit ihr gemein hahen 
sollen. Da eine Fläche 2. Grades durch neun Punkte eindeutig be- 
stimmt ist, ziehen wir den weiteren Schluß: Eine Fläche 2. Grades 
^— Eegelfläche — die sieben Punkte mit einer Eaumkurve 
3. Ordnung gemein hat, enthält sie ganz. 

.179. Es geht aus diesen Betrachtungen weiter hervor, daß 
sich durch sechs beliebige Punkte einer Raumkurve 3. Ordnung 
eine Segelfläche 2. Grades legen läßt, die die Kurve nicht völlig 
enthält. Es gilt aber auch der Satz, daß eine Baumkurve 
3. Ordnung von jeder Fläche 2. Grades in sechs Punkten 
geschnitten wird, die freilich paarweise imaginär werden können. 
Dieser Satz findet in viel allgemeinerer Form in der algebraischen 
Analysis seinen Beweis. Von der Richtigkeit desselben kann man 
sich auch in folgender Weise eine Vorstellung machen. Legt man 
durch sechs reelle Punkte der Kurve eine Fläche 2. Grades V, so 
wird sie mit der Fläche 2. Grades 0, deren Schnittpunkte mit der 
Kurve man untersuchen will, einen Flächenbüschel bestimmen. Die 
Flächen dieses Büschels leiten kontinuierlich von der Fläche Y zur 
Fläche hin, indem es zu jeder Fläche in dem Büschel eine be- 
nachbarte gibt, deren Punkte nur unendlich wenig von ihr abstehen. 
So gelangt man von der Gruppe der sechs Schnittpunkte auf Y 
kontinuierlich zur Gruppe der Schnittpunkte auf 0, indem man von 
jeder Gruppe zur Nachbargruppe übergeht, deren Punkte sich von 
denen der vorangehenden Gruppe nur unendlich wenig unterscheiden. 
Bei diesem Übergange können zwei Punkte einer Gruppe gelegentlich 
zusammenfallen und dann beim weiteren Fortgange zur Nachbar- 
fläche konjugiert imaginär werden, aber die Summe der reellen und 
imaginären Schnittpunkte bleibt erhalten. 

180. Die Schmiegungsebene in einem Punkte P einer Raum- 
kurve 3. Ordnung u berührt daselbst den aus P durch die Kurve 
gelegten Kegel 2. Ordnung längs der Mantellinie /, welche Tangente 
von M in P ist. Denn sie enthält außer t eine zweite, zu t unend- 
lich nahe Mantellinie des Kegels, die zugleich eine zu t unendlich 
nahe Tangente der Kurve 3. Ordnung ist. Diese Schmiegungsebene 
berührt in P auch alle Hyperboloide, die außer der Raumkurve noch 
ihre Tangente ^ in P enthalten. Denn ein solches Hyperboloid wird 
von* der Schmiegungsebene außer in t noch in einer zweiten Erzeugen? 
den geschnitten, die einfache Sekante von u ist, also durch P 
gehen muß. 
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Betrachten wir nun drei Punkte Pj, P^, P^ von u und die zu- 
gehörigen Tangenten t^^ t^, t^, so geht durch « und die Geraden P^P^ 
und /j ein Hjrperboloid O^; ebenso mögen die Hyperboloide Og 
und <t>3 außer u die Geraden t^, PgPj resp. /g, P^P^ enthalten. Pro- 
jizieren wir u mit seinen Tangenten t^, t^, t^ aus einem beliebigen 
Punkte S von u auf die Ebene PjPgPg, so erhalten wir einen Kegel- 
schnitt 11 und seine drei Tangenten f/, t^\ t^ in den bezüglichen 
Punkten Pj, P,, P3. Nach einem bekannten Satze (16) liegen aber 
die drei Punkte // x P^P^ « K^, t^' X P3P1 = Ä'„ t^ x P^P^ == ^3 auf 
einer Geraden k' Die Ebene SK schneidet u noch in zwei reellen 
oder imaginären Punkten, deren Verbindungslinie h eine eigentliche 
oder isolierte Doppelsekante von u ist Nun ist aber k eine gemein- 
same Erzeugende der drei Hyperboloide. Denn auf 4>i liegt die 
Gerade äÄj, da sie drei Punkte von 0^ enthält, demnach liegt auch 
die Gerade k auf 0^, da sie mit u zwei, mit SK^ einen Punkt 
gemein hat. Ähnliches gilt für die beiden anderen Flächen. Trifft 
also Ä die Ebene P^P^^z ^ Punkte Q, so liegen die Geraden 
^^iQf ^%Qy ^zQ respektive auf den Flächen 0^, 0^ und 03. Hier- 
nach sind t^Qy t^Q und t^Q die Schmiegungsebenen von u in den 
Punkten Pj, P^ und P3. Drei beliebige Schmiegungsebenen 
einer Eaumkurve 3. Ordnung schneiden sich in einem 
Punkte, der mit ihren drei Berührungspunkten in einer 
Ebene liegt 

Durch einen beliebigen Baumpunkt gehen mithin nur drei 
Schmiegungsebenen der Baumkurve 3. Ordnung, denn sonst müßten 
mehr als drei Punkte derselben in einer Ebene liegen. 

181. Die Baumkurve 8. Ordnung u als Schnitt zweier 
Kegel A^ und A2 mit gemeinsamer Mantellinie m zu kon- 
struieren (Fig. 98). Zunächst gelangt man leicht zu dem Satz: 
Eine Baumkurve 3. Ordnung ist durch sechs von ihren 
Punkten völlig bestimmt. Denn jeder von diesen Punkten kann 
als Scheitel eines Kegels angesehen werden, der die Strahlen nach 
den fünf anderen zu Erzeugenden hat, und je zwei dieser Kegel 
haben eine Erzeugende gemein, durchdringen sich also außerdem 
in der Eaumkurve 3. Ordnung, die durch die sechs Punkte hin- 
durchgeht 

Wir denken uns nun die Spurkurven beider Kegel n einer 
Ebene TT bestimmt; es seien die Kegelschnitte /j und l^ respektive, 
deren einer Schnittpunkt der Spurpunkt M von m ist; ihre übrigen 
Schnittpunkte seien A, J?, C\ ferner seien 8^ und 8^ die Projektionen 
der Kegelscheitel 8^ und 8^ auf TT. Kennen wir noch den Abstand 
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des Scheitels S^^ von TT/ so ist die räumliche Lage beider Kegel ge- 
geben, da ÄjiSj' : ÄgSg' *= 8^M:S^M ist Da wir uns hier damit be- 
gnügen wollen, die Projektion m' von w auf TT zu zeichnen, kommt 
es auf den Abstand 8^8^' nicht an, der denn auch in Fig. 98 weg- 
gelassen ist. Jede Ebene durch m schneidet TT in einer Geraden 
durch My und diese trifft Z^ und l^ je in einem Punkte Pj und P^; 










! I 
/ ^ 



X' 






Fig. 98. 



ÄjPj und -iSgPg liefern einen Punkt P von u und ihre Projektionen 
einen Punkt P' von u\ Die Tangente t von u im Punkte P liegt in 
den Tangentialebenen der Kegel längs der Erzeugenden 8^P resp. 
ÄjP, deren Spurlinien die Tangenten P^T von l^ und P^T von /^ 
sind; ihr Schnittpunkt T ist der Spurpunkt von ty liegt also auch 
auf t:. 

Die angegebene Konstruktion ist nur möglich, wenn die Kegel- 
schnitte Zj und Zg gezeichnet vorliegen; ist dieses nicht der Fall, 
oder will man genauere Resultate erzielen, so muß man die pro- 
jektiven Strahlbüschel benutzen, die die Kurven \ und l^ erzeugen. 
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Soll z. B. die Eaumkurve 3. Ordnung durch die sechs Punkte Sp 
^2, A, B, Cy B konstruiert werden, so wählen wir ABC als Projek- 
tionsebene TT, bestimmen in ihr die Spurpunkte 2>j von S^By B^ 
von S^B und M von ÄjÄ^, dann gehen die Spurkurven \ und l^ 
der beiden Kegel durch die gemeinsamen vier Punkte Ay By C, M 
und je einen der. Punkte B^ resp. B^. Hiemach betrachte man \ 
als Erzeugnis der projektiven Strahlbüschel: B^ [Ay J?, C, . . .) und 
M [Ay By Cy , , .). Schuciden wir den ersteren mit CB, den letzteren 
mit CAy so erhalten wir Perspektive Punktreihen und J ^ B^A x MB 
ist das Zentrum der Perspektivität. Jede Gerade durch J schneidet 
CB und CA in entsprechenden Punkten der Perspektiven Eeihen, 
z. B. P^ und Pj, die mit B^ resp. M verbunden einen Punkt von 
Zj liefern, z. ß. P^B^xP^M^Py Ebenso ist l^ das Erzeugnis 
der projektiven Strahlbüschel B^ [Ay ByCy . . .) und M[Ay P, C, . . .), 
die auf CB resp. CA Perspektive Punktreihen mit K = B^A x MB 
als Zentrum der Perspektivität ausschneiden. Jede Gerade durch 
K liefert zwei entsprechende Punkte der Perspektiven Eeihen, z. B. 
Pg und Pg, die mit B^ resp. M verbunden einen Punkt von l^ 
ergeben, P^B^ x P^M ^ Pg. / und K werden auf MB durch 
AB^ resp. AB^ ausgeschnitten; man hat dann, um einen Punkt von 
7/ ZU zeichnen, folgende Linien zu ziehen. Irgend einen Punkt Pg 
von AC verbinde man mit J, K und My den Punkt P^=P^Jx BC 
mit jDj und den Punkt P^ = P^Kx BC mit B^, dann schneiden 
P^B^ und P^B^ die Gerade P^M in P^ resp. P^ und-ÄiPi x ^2-^2 = ^ 
ist ein Punkt von u. 

182. Da jede Ebene die Eaumkurve 3. Ordnung in einem oder 
drei reellen Punkten schneidet, so muß unsere Kurve in einer oder 
drei Eichtungen ins Unendliche verlaufen (in jeder Eichtung zwei 
Äste); man kann demnach eine oder drei Cylinderflächen durch sie 
hindurchlegen. Im vorliegenden Fall verläuft die Kurve u nur einmal 
durchs Unendliche, und es soll ihre Asymptote (d. h. die Tangente 
im unendlich fernen Punkt) gefunden werden. Die unendlich fernen 
Punkte von u liegen auf parallelen Erzeugendein der Kegel \ und Ag; 
verschiebt man \ parallel mit sich selbst im Eaume bis sein Scheitel S^ 
mit Äg zusammenfällt und er die Lage A^^ annimmt, so kommen die 
parallelen Erzeugenden zur Deckung, bilden also die gemeinsamen 
Erzeugenden der Kegel \ und A^S abgesehen von der gemeinsamen 
Erzeugenden m. Die Spurellipse l^^ des Kegels A^^ ist zu l^ ähn- 
lich und ähnlich gelegen, M ist das Ahnlichkeitszentrum, ^2' und 
Äj' sind entsprechende Punkte der ähnlichen Figuren, wonach I^^ 
gezeichnet werden kann, l^ und /^^ schneiden sich außer in M nur 
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noch in dem reellen Punkte Q^ (/j® ist nicht verzeichnet); es sind 
nun ^2^2 ^^^ '^löi parallele Erzeugende (Q^ = MQ.^ X Ij), und die 
Tangenten von Z^ in Q^ und l^ in Q^ schneiden sich in einem Punkte 
der Asymptote y (y || S^Q^ \\ S^Q^). 

183. Die Kurve u besitzt, wie wir wissen, eineii Doppelpunkt, 
den eine einfache Betrachtung liefert. Die zu TT normalen Sehnen 
des Kegels A^ werden halbiert durch die Ebene seiner Umrißlinien, 
ihre Spur ist die Polare v von 8^' in bezug auf /^ (vergl. 360 Bd. I), 
und sie enthält die Gerade F8^ [F==v x ^-^2)* Ebenso halbiert die 
Ebene durch S^ und die Polare w von 8./ in bezug auf l^ die zu TT 
normalen Sehnen des Kegels A2; diese Ebene enthält noch die Ge- 
rade W8^ {Jf =: w X AA)- ^^® Schnittlinie r beider Ebenen hat 
den Punkt Ä « t; x «? zur Spur und enthält außerdem den Punkt 
X « FS^ X /^S2- ^^^ 2^ TT senkrechte Ebene durch r schneidet 
die beiden Kegel in zwei Kegelschnitten 2^ und i^ respektive; r ist 
für beide gemeinsamer Durchmesser und halbiert die zu TT normalen 
Sehnen beider; die vier Schnittpunkte von 2^ und i^ liegen also auf 
zwei Normalen zu TT. Die Kegelschnitte i^, i^ und das soeben ge- 
nannte Normalenpaar bilden drei Kurven eines Büschels (mit vier 
gemeinsamen Grundpunkten); sie schneiden also r in drei Punkte- 
paaren einer Involution. Das Punktepaar r x «i liegt auf den Umriß- 
linien von Aj , das Punktepaar r x «g ^^ ^^^ Umrißlinien von Ag 
(in der Figur sind diese nicht reell); ein Punkt des dritten Paares 
liegt auf der Normalen zu TT, die den auf m liegenden gemeinsamißn 
Punkt von i^ und i^ enthält. In der Projektion bildet hiernach der 
Doppelpunkt J^von u' mit G ^ r' x rn ein Punktepaar der Involution 
auf r, von der ein Punktepaar von dem scheinbaren Umriß des 
Kegels Ai und ein zweites Punktepaar von dem scheinbaren Umriß 
des Kegels Ag ausgeschnitten wird; es läßt sich somit F nach 224 
Bd. I konstruieren. 

Im vorliegenden Falle gibt es keine reellen Umrißlinien von 
Ag, das bezügliche Punktepaar auf r ist imaginär. Wir projizieren 
das reelle und das imaginäre Punktepaar, sowie den Punkt G aus 
8^' auf w und die so gefundenen Punkte aus einem Punkte von l^ 
(z. B. von A aus) auf l^, dann entsteht auf l^ eine Involution. Das 
imaginäre Punktepaar derselben liegt auf w und das reelle auf 
einer Geraden, die sich leicht zeichnen läßt; das dritte Paar, von 
dem wü: einen Punkt kennen, liegt auf einer Geraden, die sich mit 
jenen beiden Geraden in dem nämlichen Punkte schneidet. Daraus 
findet man den zweiten Punkt des dritten Paares und somit durch 
die genannten Projektionen den gesuchten Doppelpunkt F. 
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184. Alle Flächen 2. Grades, die einem Büschel an- 
gehören, besitzen ein gemeinsames Polartetraeder. Dem 
Büschel gehören auch vier Kegelflächen 2. Grades an, 
deren Scheitel in den Ecken dieses Tetraeders liegen. Da 
die Flächen jede Gerade in den Punktepaaren einer Involution 
schneiden, so ist klar, daß zwei Punkte, die flir zwei Flächen des 
Büschels harmonische Pole sind, diese Eigenschaft auch für jede 
andere Fläche des Büschels aufweisen. Demnach besitzt ein Punkt, 
dem in bezug auf zwei Flächen die gleiche Polarebene zugehört, 
auch in bezug auf jede andere Fläche des Büschels die nämliche 
Polarebene. Um solche Punkte zu finden, gehen wir von drei 
Geraden a, b, c aus, die von demselben Punkte 8 ausstrahlen, und 
untersuchen die Polarebenen ihrer Punkte hinsichtlich zweier Flächen 
<t) und V des Büschels. Zu der Punktreihe auf a gehören zwei 
projektive Ebenenbüschel, das eine enthält die Polarebenen der 
Punkte der Eeihe in bezug auf <t), das andere in bezug auf V. 
Diese projektiven Ebenenbüschel erzeugen eine Eegelfläche 2. Grades, 
deren beide Eegelscharen die folgende Bedeutung haben. In jeder 
Geraden der einen Schar schneiden sich die Polarebenen eines 
Punktes von a in bezug auf alle. Flächen des Büschels (vergl. 175); 
jede Gerade der anderen Schar ist die harmonische Polare von a 
in bezug auf eine Fläche des Büschels. Offenbar sind die Achsen 
der genannten Ebenenbüschel die harmonischen Polaren von a be- 
züglich resp. V. Wären wir jedoch von zwei anderen Flächen 
des Büschels ausgegangen, so wären wir gleichwohl zu der näm- 
lichen Eegelfläche gelangt, denn eine ihrer Eegelscharen behält die 
frühere Bedeutung; demnach liegen auch die harmonischen Polaren 
von a bezüglich aller einzelnen Flächen des Büschels auf jener 
Eegelfläche. 

Wir haben soeben gesehen, daß alle Geraden, die den einzelnen 
Punkten von a bezüglich des Büschels konjugiert sind, auf einer 
Eegelfläche liegen. Gleiches gilt für die den Punkten von b kon- 
jugierten Geraden, sowie flir die den Punkten von c konjugierten 
Geraden. Die drei so entstehenden Eegelflächen haben eine Gerade 
gemeinsam, nämlich die dem Punkte S konjugierte Gerade; sie 
schneiden sich also noch paarweise in Eaumkurven 3. Ordnung, flir 
welche diese Gerade Doppelsekante ist. Die drei Eegelflächen haben 
außer der genannten Geraden noch vier Punkte gemein; sie können 
nämlich als Schnittpunkte von einer dieser Eegelflächen mit der auf 
den beiden übrigen liegenden Eaumkurve 3. Ordnung angesehen 
werden; die Zahl dieser Schnittpunkte ist zwar sechs, aber es liegen 
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zwei von ihnen auf der den drei Regelflächen gemeinsamen Geraden. 
Jedem der vier soeben bestimmten Punkte ist in bezug auf alle 
Plächen des Büschels ein Punkt von a, ein Punkt von b und ein 
Punkt von c konjugiert, d. h. zu einem solchen Punkte gehört die 
nämliche Polarebene hinsichtlich jeder Fläche des Büschels. 

186. Die vier Punkte seien /, K, Z, M] es ist zu zeigen, daß 
•die Grundkurve des Büschels auf vier Kegeln 2. Grades liegt, deren 
Scheitel diese Punkte sind. Verbindet man einen Punkt P^ der 
Grundkurve mit /, so schneidet diese Gerade alle Flächen des 
Büschels in einem gemeinsamen Punkte P^, und es wird P1P2 
•durch / und die zugehörige Polarebene harmonisch geteilt. Die 
Punkte der Grundkurve des Büschels liegen hiemach paarweise 
auf den Mantellinien eines Kegels mit dem Scheitel /. Dieser Kegel 
ist vom 2. Grade, denn er bildet eine Fläche des Büschels, nämlich 
diejenige Fläche, die durch / hindurchgeht. Eine Eaumkurve 
4. Ordnung — Schnittkurve zweier Flächen 2. Grades — 
liegt auf vier Kegelflächen 2. Grades. 

Legt man durch JK eine beliebige Ebene, so schneidet sie die 
Grundkurve des Büschels in vier Punkten, die paarweise sowohl auf 
zwei Strahlen durch /wie auf zwei Strahlen durch fliegen; /und K 
sind demnach harmonische Pole für alle Flächen des Büschels. Die 
Polarebene von /, die ja für alle Flächen die gleiche ist, geht 
somit durch X] aus gleichen Gründen geht sie auch durch Z und M, 
Die vier Punkte /, £, Z, M bilden ein gemeinsames Polar- 
tetraeder für alle Flächen des Büschels. 

Die vier Punkte J, K, L, M brauchen nicht notwendig reell 
zu sein. Neben dem FaUe, daß alle vier Punkte reell sind, kann 
der Fall eintreten, daß zwei Punkte reell und zwei konjugiert ima- 
ginär sind. Sucht man zu dem reellen Punkte J die Polarebene, 
so liegt in ihr ein Kegelschnittbüschel mit einem gemeinsamen Polar- 
dreieck; seine Ecken sind die Punkte K, Z, M, und diese sind ent- 
weder alle drei reell, oder es ist nur einer reell; die beiden andern 
sind dann konjugiert imaginär, ihre Verbindungslinie ist reell 
(vergl, 125). Endlich können alle vier Punkte imaginär werden, 
sie sind dann paarweise konjugiert imaginär und liegen auf zwei 
reellen Geraden. Diese beiden Geraden sind konjugierte (harmonische) 
Polaren für alle Flächen des Büschels. 

186. Ist das Tetraeder JKZM reell, so ordnen sich die Punkte 
der Grundkurve u unseres Flächenb.üschels in Gruppen zu je acht 
derartig an, daß die Verbindungslinie irgend zweier Punkte entweder 
durch eine Ecke des Tetraeders geht oder zwei Gegenkanten des- 
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selben schneidet; zugleich werden die beiden Punkte im ersteren 
Fall durch die Ecke und die gegenüberliegende Seite, im letzteren 
durch die Gegenkanten harmonisch getrennt Es folgt dies un- 
mittelbar daraus, daß JKLM ein Polartetraeder für alle Flächen 
des Büschels ist (145), Nun ist d der Scheitel eines Kegels, dessen 
Mantellinien die Kurve u je zweimal treffen; wählt man irgend zwei 
von diesen Mantellinien, so schneiden sich die Verbindungslinien der 
auf ihnen liegenden Kurvenpunkte paarweise auf der Ebene RLM. 
Insbesondere schneiden sich die Tangenten je zweier Kurvenpunkte, 
die auf einem Strahl durch /liegen, in einem Punkt der Ebene KLM. 

Legt man demnach in acht Kurvenpunkten, die eine Gruppe 
von der vorher erwähnten Art bildeu, die zugehörigen Tangenten, so 
wird jede von vier anderen Tangenten geschnitten. Demgemäß 
ordnen sich die acht Tangenten zu zweimal vier in solcher Weise 
an, daß je zwei Tangenten aus verschiedenen vieren sich schneiden; 
d. h. die acht Tangenten liegen auf einem Hyperboloid und verteilen 
sich zu vier und vier auf seine beiden Scharen. Sind P^ und Pg 
zwei Punkte von m-, die auf einem Strahl durch / liegen, und sind 
t^ und ^2 die zugehörigen Tangenten, so liegt der Punkt Q = ^ x ^2 
auf der Ebene KLM und bestimmt sich wie folgt. 

Das Hyperboloid durch ?/ und irgend einen Punkt von t^ ent- 
hält drei Punkte von t^ ; somit ist t^ eine Erzeugende von ihm, folg- 
lich auch t^ und die Tangenten in den sechs weiteren Punkten der 
Gruppe. Bezeichnen wir das Hyperboloid mit <t) und mit f seine 
Spurkurve in der Ebene KLM, so liegt Q auf f, und \t^ ist die 
Tangentialebene von in diesem Punkt. Sie geht durch / und 
ihre Spurlinie i' in der Ebene KLM berührt f in Q. Die Ebene t^t^ 
berührt femer den durch u verlaufenden Kegel mit dem Scheitel /, 
da ja t^ und t^ Tangenten von w, also auch vom Kegel sind. Ist 
sonach u die Spurkurve des Kegels in der Ebene KLM und F der 
Spurpunkt von ÄP^Pg, so berührt t' den Kegelschnitt /* in Q und 
den Kegelschnitt v! in P'. Nun schneidet der Flächenbüschel durch 
die Grundkurve u die Gerade t' in einer Involution, deren Doppel- 
punkte die Punkte P' und § sind; denn jener Kegel und die Fläche 
berühren die Gerade t\ Somit bestimmt sich § auf t' als der vierte 
harmonische Punkt zu P' und dem Punktepaar, das eine beliebige 
Fläche des Büschels auf t' ausschneidet. Insbesondere liegen die 
vier reellen oder imaginären Schnittpunkte von u mit der Ebene KLM 
auf einem reellen Geradenpaar, das aus t' ein zu P' und Q har- 
monisches Punktepaar ausschneidet. 

Wie sich die Verhältnisse ändern, wenn von den vier Ecken 
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JKLM des Polartetraeders zwei bezw. vier imaginär werden, geht 
aus dem folgenden hervor. 

187, Je nachdem von den Punkten /, K, L, M alle vier, oder 
nur zwei, oder keiner reell sind, sind die Flächenbüschel von ver- 
schiedener Beschaffenheit Zunächst ist klar, daß in jedem Flächen- 
büschel mit reeller Grundkurve stets Eegelflächen enthalten sind. 
Denn die Grundkurve bestimmt mit jeder ihrer Doppelsekanten 
eine sie enthaltende Eegelfläche, nämlich die Fläche, die man durch 
acht beliebige Punkte der Grundkurve und einen Punkt der Doppel- 
sekante legen kann. Femer erkennt man, daß die Kegelflächen in 
dem Büschel den Übergang von den Regelflächen zu den Flächen 
2. Grades ohne Geraden bilden. Nennen wir nämlich zwei Flächen 
des Büschels benachbart, wenn sie jede beliebige Gerade in benach- 
barten Punkten schneiden, so gibt es zu jeder Fläche zwei benach- 
barte Flächen, wie es zu jedem Punkte zwei benachbarte Punkte 
gibt. Von den beiden, einer Kegelfläche benachbarten Flächen liegt 
nun die eine in der Nähe des Scheitels innerhalb, die andere außer- 
halb der Kegelfläche; denn auf jeder Geraden trennt ein der Kegel- 
fläche angehörender Punkt die beiden auf den Nachbarflächen 
liegenden, benachbarten Punkte. Die beiden einer Kegelfläche be- 
nachbarten Flächen sind Hyperboloide, und zwar ist das Hyper- 
boloid, das in der Nähe des Scheitels innerhalb der Kegelfläche 
liegt, zweischalig; das andere dagegen ist einschalig, also eine Regel- 
fläche, da jede die Kegelfläche nicht schneidende Ebene durch ihren 
Scheitel das erstere Hyperboloid nicht schneidet, sondern nur das 
letztere. 

188. Wir unterscheiden hiernach die folgenden drei Arten von 
Flächenbüscheln mit reeller Grundkurve. 

Erstens: Die Grundkurve ist reell; der Büschel von 
Flächen 2. Grades enthält vier reelle Kegelflächen mit den 
Scheiteln/, K, L, M. Dann lassen sich, wie vorher nachgewiesen, 
die Punkte seiner Grundkurve derartig in Gruppen zu je acht an- 
ordnen, daß die Verbindungslinie irgend zweier Punkte der Gruppe 
entweder durch eine Ecke des Tetraeders JKLM verläuft oder 
zwei Gegenkanten desselben trifft. Die Tangenten der Grundkurve 
in acht Punkten einer Gruppe sind in der Weise angeordnet, daß 
jede von vier anderen getroffen wird; sie liegen auf einer Regel- 
fläche des Büschels und verteilen sich zu vier und vier auf ihre 
beiden Scharen. Daraus schließen wir aber, daß die Grundkurve 
aus zwei geschlossenen Kurvenzügen besteht, wobei wir zwei 
Kurventeile, die in der gleichen Richtung ins Unendliche verlaufen, 
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als daselbst zusammenhängend ansehen. Denn vier Tangenten der 
Gnindkurve, die einer Eegelfläche des Büschels angehören und zwar 
einer Schar derselben, teilen diese Regelfläche in vier Streifen; längs 
jeder Tangente grenzen zwei Streifen aneinander. Die Geraden der 
Schar, die dem nämlichen Streifen angehören, haben alle mit der 
Kurve entweder zwei reelle oder zwei imaginäre Punkte gemein, da 
man kontinuierlich von einer zur andern übergehen kann, wobei die 
Schnittpunkte der einen kontinuierlich in die der anderen übergehen, 
ohne daß sie inzwischen zusammenfallen und dann imaginär werden 
können. Von zwei Geraden der Schar, die auf zwei aneinander 
grenzenden Streifen liegen, schneidet die eine die Kurve in zwei 
reellen, die andere in zwei imaginären Punkten; denn beim kon- 
tinuierlichen Übergang von einer zur andern muß man die Grenzlage 
passieren, in der die Gerade die Kurve tangiert. Auf zwei der ge- 
nannten vier Streifen, die nicht aneinander grenzen, liegen demnach 
zwei geschlossene Kurvenzüge, während die beiden andern Streifen 
keine Punkte der Grundkurve enthalten. 

Die vier Kegelflächen teilen alle Flächen des Büschels in vier 
Klassen ein, indem man je zwei Flächen zu der nämlichen Klasse 
rechnet, wenn man von einer kontinuierlich — d. h. stets von einer 
Fläche des Büschels zur Nachbarfläche fortschreitend — zur andern 
gelangen kann, ohne eine Kegelfläche zu passieren. Von diesen vier 
Klassen bestehen zwei aus Eegelflächen. Die Eegelflächen der einen 
Klasse haben lauter Erzeugende, die jeden der beiden Kurvenzüge 
der Grundkurve je einmal trefifen; sie enthalten keine Kurventangenten, 
da die beiden auf einer Erzeugenden liegenden Punkte nicht zu- 
sammenfallen können; jede Erzeugende einer solchen Regelfläche 
trägt zwei reelle Punkte der Grundkurve. In gleicher Weise haben 
die Mantellinien zweier Kegelflächen mit jedem Kurvenzug einen 
Punkt gemein. Die Regelflächen der andern Klasse enthalten je acht 
Tangenten der Grundkurve; ihre Erzeugenden treffen diese teilweise 
in zwei konjugiert imaginären, teilweise in zwei reellen Punkten, die 
beide auf dem nämlichen Kurvenzuge liegen. In gleicher Weise 
enthalten die beiden andern Kegelflächen je vier die Grundkurve 
tangierende Mantellinien; jede Mantellinie trifft einen Kurvenzug 
zweimal oder gar nicht. 

189. Zweitens: Die Grundkurve ist reell; der Büschel von 
Flächen 2. Grades enthält nur zwei reelle Kegelflächen 
mit den Scheiteln J und K. Hier enthält der Büschel nur zwei 
Klassen von Flächen, von denen die eine aus Regelflächen besteht. 
Jede solche Regelfläche enthält vier reelle Kurventangenten, in jeder 
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Schar zwei; denn hier gibt es zu jedem Kurvenpunkte nur drei 
weitere reelle, die mit ihm eine Gruppe bilden. Von den sechs 
Geraden, welche die Punkte einer Gruppe paarweise verbinden, gehen 
nämlich zwei durch J, zwei durch K, und zwei treffen JK und die 
Schnittlinie der Polarebenen von / und K. Da jede Regelfläche 
des Büschels nur je zwei Tangenten in jeder Schar aufweist, so 
besteht die Grundkurve aus einem einzigen geschlossenen 
Kurvenzuge. 

190. Drittens: Die Grundkurve ist reell; der Büschel 
von Flächen 2. Grades enthält keine reellen Kegelflächen; 
er enthält deshalb nur Eegelflächen. Keine Tangente der Grund- 
kurve wird von einer anderen getroffen, da es keinen reellen Kegel- 
scheitel gibt. Alle Eegelflächen des Büschels sind demnach so 
beschaffen, daß die Erzeugenden der einen Schar keine reellen 
Kurventangenten enthalten, also alle die Grundkurve in zwei reellen 
Punkten treffen, daß dagegen die Erzeugenden der andern Schar 
yier reelle Kurventangenten aufweisen. Die Verbindungslinien ihrer 
Berührungspunkte treffen paarweise die Gegenkanten des Polartetra- 
eders, von denen ein Paar reell, die beiden andern Paare konjugiert 
imaginär sind. 

Jede Ebene durch eine Tangente der Grundkurve schneidet sie 
noch in zwei reellen Punkten. Gäbe es nämHch durch die Tangente 
eine Ebene, die weiter keine reellen Punkte mit der Kurve gemein 
hätte, so würde man die Ebene durch Drehung um die Tangente 
in eine neue Lage bringen können, in der sie die Kurve in reellen 
Punkten schnitte. Zwischen der Anfangs- und Endlage müßte es so- 
nach eine Lage geben, in der die Ebene die Kurve in einem weiteren 
Punkte berührte; in dieser Ebene lägen dann zwei sich schneidende 
Kurventangenten, was ja ausgeschlossen ist. Jede Ebene schneidet 
die. Grundkurve in mindestens zwei reellen Punkten. Denn 
eine Ebene, welche die Kurve überhaupt nicht in reellen Punkten 
schnitte, würde durch Drehung um eine ihrer Geraden in eine Lage 
gebracht werden können, in der sie die Kurve berührt, aber nicht 
schneidet; das ist aber nach dem Voranstehenden unmöglich. Die 
Grundkurve besteht aus einem einzigen Kurvenzuge, der mindestens 
in zwei Eichtungen ins Unendliche verläuft. 

191. Viertens: Die Grundkurve ist imaginär; das Polar- 
tetraeder des Büschels von Flächen 2. Grades ist reell; 
der Büschel enthält zwei reelle Kegelflächen und zwei 
imaginäre mit reellem Scheitel. Zunächst ist klar, daß Flächen- 
büschel mit völlig imaginärer Grundkurve existieren; denn man kann 
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leicht zwei Flächen 2. Grades angeben, die sich nirgends schneiden. 
Es ist femer leicht einzusehen, daß die Grundkurve des Büschels 
reell sein muß, falls nicht alle Ecken seines gemeinsamen Polar- 
tetraeders reell sind. Das Tetraeder besitzt dann nur zwei reelle 
Gegenkanten — sie seien f und ff — und mindestens auf einer von 
ihnen, etwa f, sind keine reellen Ecken gelegen. Eine beliebige 
Ebene durch f, die ff in G treffen mag, schneidet aus dem Flächen- 
büschel einen Kegelschnittbüschel, dessen gemeinsames Polardreieck 
die reelle Ecke G und die reelle Seite f, aber keine weiteren reellen 
Ecken besitzt; denn diese müßten auf f liegen und zugleich Ecken 
jenes Polartetraeders sein. Demnach besitzt der Kegelschnittbüschel 
zwei reelle Schnittpunkte (125), so daß jede Ebene durch / die 
Grundkurve des Flächenbüschels in zwei reellen Punkten schneidet. 

Bei imaginärer Grundkurve des Flächenbüsches sind sonach die 
vier Ecken J, K, Z, M des Polartetraeders reell; wie steht es nun 
hier mit den Kegelflächen des Büschels. Das Dreieck JKL ist das 
gemeinsame Polardreieck für den Kegelschnittbüschel, den seine 
Ebene aus dem Flächenbüschel ausschneidet. Die Grundpunkte des 
ersteren sind paarweise konjugiert imaginär und liegen auf zwei 
reellen Strahlen durch eine Ecke des Dreiecks JKZ (125); es sei 
/diese Ecke. Ähnlich liegen die Verhältnisse in den übrigen Seiten- 
flächen des Tetraeders. Die soeben genannten Strahlen durch / 
gehören einer reellen Kegelfläche mit dem Scheitel / an, deren 
Mantellinien je zwei koiyugiert imaginäre Punkte der Grundkurve 
verbinden. Diese Kegelfläche schneidet die Ebene KLM in ein«n 
Kegelschnitt, für den KLM ein Polardreieck ist; eine der drei 
Ecken des Dreiecks, etwa Z, liegt im Innern des Kegelschnittes und 
somit auch im Innern der Kegelfläche, d. h. jede Ebene durch JL 
trifft sie in zwei reellen Mantellinien. Dagegen hat die Ebene JKM 
keine reellen Mantellinien mit ihr gemein, da KM die Polare des 
Punktes L im Innern jenes Kegelschnittes ist. Die konjugiert 
imaginären Grundpunkte des Kegelschnittbüschels in der Ebene JKM 
liegen sonach auf zwei reellen Strahlen durch K oder M\ mag K 
dieser Punkt sein. Dann ist auch K Scheitel einer Kegelfläche, 
deren Mantellinien je zwei konjugiert imaginäre Punkte der Grund- 
kurve verbinden. Auch diese Kegelfläche mit dem Scheitel K schließt 
einen der drei Punkte /, L, M ein, und zwar kann dies bloß der 
Punkt M sein. Denn läge / oder L im Innern derselben, so schnitte 
die Ebene JKL beide Kegelflächen in reellen Erzeugenden, woraus 
sich vier reelle Punkte der Grundkurve ergeben würden. 

Wir erhalten das folgende Resultat: Der Flächenbüschel 
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mit imaginärer Grundkurve enthält zwei reelle Kegel- 
flächen mit den Scheiteln / und K und zwei imaginäre 
mit den Scheiteln Z und M\ von diesen liegt der Punkt Z 
im Innern des Kegels mit dem Scheitel / und der Punkt M 
im Innern des andern Kegels. 

; Der Fläcbenbüschel enthält hier drei verschiedene Klassen von 
Plächen. Eine Klasse besteht aus Regelflächen, sie bilden den 
Übergang zwischen den beiden reellen Kegelflächen und erfüllen 
den ganzen Raum außerhalb dieser Kegelflächen. Die Flächen der 
zweiten bezw. dritten Klasse erfüllen den Raum im Innern der einen 
bezw. andern Kegelfläche; jede dieser beiden Klassen enthält zwei- 
schalige Hyperboloide und Ellipsoide, die immer kleiner und kleiner 
werdend sich schließlich auf einen der beiden Punkte Z bezw. J!/ 
zusammenziehen. 

192« Durch jeden Raumpünkt gehen zwei Doppel- 
sekanten der Raumkurve 4. Ordnung. Jedem Raumpunkt ist 
nämlich eine Gerade in bezug auf alle Flächen des Büschels kon- 
jugiert; Punkt und Gerade sind Pol und Polare für alle Kegel- 
schnitte des Büschels, der von ihrer Ebene aus dem Flächenbüschel 
ausgeschnitten wird. Die Grundpunkte des Kegelschnittbüschels 
liegen somit paarweise auf zwei Geraden durch jenen Raumpunkt. 
Nach 125 u. flg. können hier die folgenden Möglicbkeiten eintreten, 
indem wir zwischen eigentlichen, isolierten und imaginären 
.Doppelsekanten unterscheiden, je nachdem sie die Kurve in 
reellen Punkten treffen, oder in konjugiert imaginären und selbst 
reell sind, oder in imaginären und selbst konjugiert imaginär werden. 
Entweder sind beide Doppelsekanten eigentlich, oder beide isoliert, 
oder es ist eine eigentlich und eine isoliert, oder es sind beide kon- 
jugiert imaginär. In den Büscheln mit vier oder mit zwei reellen 
Kegelflächen treten alle vier Möglichkeiten auf; in den Büscheln 
ohne reelle Kegelflächen dagegen sind entweder beide Doppel- 
sekanten eigentlich, oder eine ist eigentlich und eine isoliert. 
Die Konstruktion der Doppelsekanten ist nach dem Gesagten selbst- 
verständlich. Die Parallel- oder Zentralprojektion der Raumkurve 
4. Ordnung ist sonach eine ebene Kurve 4. Ordnung mit zwei Doppel- 
punkten. Dieselbe besitzt offenbar acht Doppeltangenten; denn jeder 
der vier Kegel durch die Raumkurve zeigt bei der Projektion als 
wahren Umriß zwei Gerade, die sie in zwei reellen oder imaginären 
Punkten schneiden; die acht scheinbaren Umrißlüiien sind dann die 
Doppeltangenten. Die Schnittpunkte der Raumkurve mit den Ebenen 
des Polartetraeders besitzen stationäre Schmiegungsebenen (319 Bd.I). 
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193. Soll eine Eaumkurve 4. Ordnung durch acht be- 
liebige Punkte konstruiert werden^ so kann man dabei in 
ähnlicher Weise vorgehen, wie bei der Konstruktion der Fläche 
2. Grades durch neun Punkte in 172. Legt man durch die drei 
Gruppen von je drei Punkten 1, 2, 3 resp. 4, 5, 6 resp. 4, 7, 8 drei 
Ebenen Ä, B und f, so gibt es in jeder dieser Ebenen noch einen 
weiteren Punkt der Raumkurve, der sich in folgender Weise be- 
stimmen läßt Nach 172 existiert ein Punkt 0, von der Beschaffen- 
heit, daß eine beliebige Ebene durch ihn die Ebenen Ä und B in 
Geraden schneidet, die als Polaren von 8 zwei entsprechenden Kegel- 
schnitten angehören. Dabei sind als entsprechend je zwei Kegel- 
schnitte durch die Gruppen 1, 2, 3 resp. 4, 5, 6 mit zwei gemein- 
samen Punkten anzusehen, und S ist der Schnittpunkt der Ebenen 
A, B, r. Ganz ebenso gibt es einen Punkt 0^, so daß jede Ebene 
durch ihn die Ebenen A und f in Geraden schneidet, die als Polaren 
von 8 zwei entsprechenden Kegelschnitten durch 1, 2, 3 resp. 4, 7, 8 
angehören. Eine beliebige Ebene durch 0^0^ schneidet die Ebenen 
A, B und r in drei Geraden, die als Polaren von 8 drei Kegel- 
schnitten durch die Gruppen 1, 2, 3 resp. 4, 5, 6 resp. 4, 7, 8 zu- 
gehören. Der erste Kegelschnitt trifft nach dem soeben Gesagten 
jeden der beiden andern in zwei Punkten; aber auch diese beiden 
Kegelschnitte haben zwei Punkte gemein, nämlich den Punkt 4 und 
einen weiteren Punkt, beide werden durch 8 und die genannte Ebene 
durch ögOj harmonisch getrennt Die drei Kegelschnitte liegen 
auf einer Fläche 2. Grades durch die acht gegebenen Punkte, für 
welche die Ebene durch 0^0^ die Polarebene von 8 ist. Läßt man 
diese Ebene sich ändern, wobei sie einen Büschel beschreibt, so ändert 
sich die zugehörige Fläche 2. Grades, wobei der Flächenbüschel durch 
die acht gegebenen Punkte entsteht, und dieser schneidet jede der 
Ebenen A, B und f in einem Kegelschnittbüschel. Trifft nun 0^0^ 
diese Ebenen in den Punkten Ä, B und C respektive, so sind 8 
und A konjugierte Punkte für den Büschel in A, und analog sind 
8 und By resp. 8 und C konjugierte Punkte für die Büschel in B 
und r. Es gilt nun den vierten Grundpunkt des Büschels in A 
zu zeichnen, für den 1, 2, 3 Grundpunkte und 8^ A konjugierte 
Punkte sind. Ist P dieser vierte Grundpunkt, so werden nach 
120 u. 121 die konjugierten Punkte 8, A durch die Geraden 12 und 
P3 harmonisch getrennt; ebenso trennen 13 und P2, sowie 23 und 
PI die Punkte 5, A harmonisch. Schneidet man also die Gerade 
8A mit 12 und sucht zu diesem Schnittpunkt in bezug auf 5, A 
den vierten harmonischen Punkt, so geht die Gerade, die ihn mit 
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3 verbindet, durch den gesuchten Punkt P. Ganz ebenso bestimmt 
man zu S, Ä und Äi4 x 13 den vierten harmonischen Punkt und 
verbindet ihn mit 2; dann geht auch diese Linie durch P, In 
gleicher Weise erhält man in den Ebenen B und f die Punkte 
Q und i?; es sind die vierten Durchstoßpunkte der Eaumkurve 
4. Ordnung mit diesen Ebenen. Durch andere Gruppierung kann 
man in jeder Ebene durch drei bereits bekannte Kurvenpunkte den 
vierten finden und somit beliebig viele Punkte der Kurve zeichnen. 

Die Eaumkurve 4. Ordnung kann auch als Durchdringungskurve 
zweier Hyperboloide bestimmt werden. Dabei hat man die Er- 
zeugenden einer Schar der einen Fläche mit der andern Fläche 
zu schneiden und erhält so Punktepaare der Kurve. Die Schnitt- 
punkte eines Hyperboloides mit einer Geraden lassen sich aber in 
folgender Weise finden. Man wähle zwei projektive Ebenenbüschel, 
deren entsprechende Ebenen sich in den Erzeugenden der einen 
Schar des Hyperboloides schneiden, diese bestimmen auf der Geraden 
zwei projektive Punktreihen; ihre sich selbst entsprechenden Punkte 
(vergl. 45 u. 46) sind die gesuchten Punkte. 

Legt man in einem Punkte P der Kurve die Tangentialebenen 
an die beiden Hyperboloide, so schneiden sie sich in der Kurven- 
tangente t von P. Konstruiert man das Hyperboloid des Büschels 
mit der Erzeugenden t, so ist seine Tangentialebene in P zugleich 
die Schmiegungsebene der Kaumkurve. Denn diese Ebene enthält 
außer t noch eine weitere Erzeugende durch P; auf ihr liegt noch 
ein weiterer Punkt der Kurve, so daß die drei übrigen Schnittpunkte 
von Ebene und Kurve in P zusammenfallen. 

194. Alle Flächen 2. Grades durch sieben feste Punkte 
schneiden sich noch in dem nämlichen achten Punkte; 
derselbe soll bestimmt werden. Durch sieben Punkte gibt es 
offenbar noch doppelt unendlich viele Flächen 2. Grades, denn um 
eine dieser Flächen zu konstruieren, muß man noch zwei von ihren 
Punkten annehmen. Fügt man den sieben festen Punkten noch einen 
beliebigen achten hinzu, so geht durch sie eine Raumkurve 4. Ord- 
nung; sie bildet die Grundkurve eines Büschels von Flächen 
2. Grades. Eine weitere Fläche 2. Grades durch die sieben festen 
Punkte, die diesem Büschel nicht angehört, schneidet die Eaum- 
kurve 4. Ordnung noch in einem achten Punkte. Denn jede ge- 
schlossene Kurve wird von einer Fläche 2. Grades in einer geraden 
Anzahl von Punkten geschnitten; die Zahl dieser Schnittpunkte kann 
aber hier nur acht sein. Sie ist nämlich in den speziellen Fällen, 
in denen die Eaumkurve 4. Ordnung in zwei Kegelschnitte oder in 
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eine Gerade und eine Raumkurve 3. Ordnung zerfällt, gleich acht, 
und unter den Kurven 4. Ordnung durch die sieben gegebenen 
Punkte gibt es auch solche, die in eine Gerade durch zwei von 
ihnen und eine Kurve 3. Ordnung durch die fünf übrigen zerfallen. 

Sind nun 0j, 0^, Og drei Flächen 2. Grades durch die sieben 
gegebenen Punkte, so haben sie nach dem soeben Gesagten noch 
einen achten Punkt gemein; jede Fläche durch sieben dieser Punkte 
enthält auch den achten, und man bezeichnet die Gesamtheit dieser 
Flächen als Flächenbündel und die acht gemeinsamen Punkte 
als seine Grundpunkte. Schneiden sich nämlich jene drei Flächen 
in den Punkten 1, 2, 3, .. ., 8, so muß die Fläche V durch 1, 2, ..., 7 
und zwei beliebige Punkte P und Q ebenfalls durch den Punkt 8 
gehen. Denn 0^, 0^ bestimmen einen Flächenbüschel, ihm gehört 
eine Fläche durch P an, ebenso gibt es in dem durch 0j und <t>^ 
bestimmten Büschel eine Fläche durch P; die beiden soeben ge- 
fundenen Flächen durch P bestimmen wiederum einen Flächen- 
büschel, der natürlich eine Fläche durch Q enthält, das ist aber 
die Fläche V. Diese Fläche geht, wie alle Flächen des zugehörigen 
Büschels, auch durch den Punkt 8. Natürlich können die acht 
gemeinsamen Punkte dreier Flächen 2. Grades auch paarweise ima- 
ginär werden, was man am besten erkennt, wenn man von dem 
Falle mit acht reellen Schnittpunkten ausgeht und dann eine Fläche 
kontinuierlich sich ändern läßt. Schneiden sich zwei der drei 
Flächen in einer reellen Raumkurve 4. Ordnung und wird diese 
von der dritten in acht reellen Punkten getroffen, so kann man 
durch kontinuierliche Änderung der dritten Fläche zwei dieser 
Schnittpunkte zusammenfallen und dann konjugiert imaginär werden 
lassen. Das gleiche kann man mit einem zweiten, dritten und 
vierten Paare dieser Punkte tun. 

195. Um zu sieben gegebenen Punkten den achten zu finden, der 
mit ihnen zusammen die Grundpunkte eines Flächenbündels bildet, 
betrachte man drei Hyperboloide. Das Hyperboloid 0^ enthalte die 
Punkte 1, 2, 7 und die Geraden 34 und 56, femer das Hyperboloid 0^ 
die Punkte 3, 4, 7 und die Geraden 12 und 56, und endlich das Hyper- 
boloid 0g die Punkte 5, 6, 7 und die Geraden 12 und 34. Hierdurch 
sind die drei Flächen bestimmt, und es ist nun der achte gemeinsame 
Punkt dieser Hyperboloide zu konstruieren (Fig. 99), Bezeichnet man 
mit 34 (1, 2, 7, 8, . . .) den Ebenenbüschel mit der Achse 34, dessen 
Ebenen durch 1, 2, 7, 8, . . . gehen, so erzeugen die projektiven 
Ebenenbüschel 34 (1, 2, 7, 8,...) und 56 (1, 2, 7, 8, . . .) die Fläche 01- 
Ebenso erzeugen die projektiven Büschel 12 (3, 4, 7, 8, . . .) und 
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Ö6 (3, 4, 7, 8 . . .) die Fläche 0^ und die projektiven Büschel 12 
(5, 6, 7, 8, . . .) und 34 (5, 6, 7, 8, . . .) die Fläche Og. Den 
Ebenen durch 5 6 sind einerseits durch 0^ die Ebenen durch M 
zugeordnet und andererseits durch <p^ die Ebenen durch 12; läßt 
man nun je zwei Ebenen 
durch 34 und 12 ein- 
ander entsprechen, die 
der nämlichen Ebene 
dujrch 56 zugeordnet 
sind, so sind die Ebenen- 
büschel mit den Achsen 
34 und 12 projektiv, 
und ihre entsprechen- 
den Ebenen schneiden 
sich in den Erzeugen- 
den . eines Hyperboloi- 
des V. Die Hyperbo- 
loide V und 03 haben 
die Erzeugenden 1 2, 34 
gemein und außerdem 
die beiden Erzeugenden 
durch 7 resp. 8, die 12 
und 34 treffen; da aber 
die Ebenenbüschel, die 
V resp. 03 erzeugen, 
bekannt sind, kann man 
ihre gemeinsame Er- 
zeugende durch den gesuchten Punkt 8 finden. Dem Ebenen- 
büschel 3 4 (5, 6, 7, 8...) ist durch 03 der Büschel 12 (5, 6, 7, 8...) 
zugeordnet, dagegen ist ihm durch Y ein Büschel 12 (P, Q, 7, 8 . . .) 
zugeordnet. Kennt man von beiden Büscheln mit der Achse 1 2, 
die ja projektiv sind, drei Paare entsprechender Ebenen 12 (5, 6, 7) 
und 12 (P, Q, 7), so kann man auch die in beiden Büscheln sich 
selbst entsprechende Ebene 128 angeben. 

Die Ebenen 12P und 12 Q bestimmen sich in der folgenden 
Weise. Zeichnet man zunächst die drei Ebenen 127, 347 und 567 
und ihre Schnittlinien, so liegen auf diesen paarweise die Punkte 
34 X 127 = /, 12 X 347 ^ K; 56 X 347 = i, 34 x 567 = M; 
12 X 567 = i\^, 56 X 127 = 0. Schneidet man jetzt die projektiven 
Ebenenbüschel 34 (1, 2, 7, 8 . . .) und 56 (1, 2, 7, 8 . . .) mit den 
Geraden NO resp. JK, so erhält man Perspektive Punktreihen; 
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dabei entsprechen den Punkten J^^ I/O x Jl und J^ = iVO x J^2 
die Punkte B^^JKx Ol und B^ = JK x 02, so daß X^Ä^B^ 
X -^2 -Bg das Zentrum der Perspektive ist Den Ebenen 345 resp. 346 
des ersten Büschels entsprechen die Ebenen 56 ^^ resp. 56 ^^ des 
zweiten, wenn die ersteren NO in A^ resp. A^ treffen {/l^ = NO x Mb, 
A^^NOx MQ) und B^^JKx A^X, B^^JKx A^X ist Ganz 
analog liefern die Ebenenbüschel 12 (3, 4, 7, 8 . . .) und 56 (3, i, 
7, 8 . . .) auf den Geraden ZM resp. JK Perspektive Punktreihen; 
den Punkten C^^ LM X K3 und C^^ LMxK^ entsprechen die 
Punkte B^ = JK x BS und B^ = JK x B4, das Zentrum der Per- 
spektive ist r= Cji), X C4-D4. Den Ebenen 56 -B^ resp. 56 ^^ des 
zweiten Büschels entsprechen die Ebenen 12 P resp. 12 Q des ersten, 
wenn P= LMx B^Yund Q =» LMx B^Y ist 

Der Punkt 8 liegt nun in der Ebene, die den projektiven 
Büscheln 12 (5, 6, 7 . . .) und 12 (P, Q, 7 . . .) außer der Ebene 127 
gemeinsam ist; die Ebene 128 trifft also £M in dem Punkte B, 
für den der Strahlbüschel N (5, 6, 7, B) projektiv zu der Punkt- 
reihe (P, Q, 7, B) ist {N5 X 67 = 5', 5'Px6Q = ^, NZxLM^B). 
Die Ebenen 128 resp. 568 schneiden aber*-i-J/ resp. JK in den 
Punkten B resp. Ä, deren Verbindungslinie durch Y geht, und die 
Ebenen 568 resp. 348 schneiden JK resp. NO in den Punkten 8 
resp. jP, deren Verbindungslinie durch X geht Der Punkt 8 er- 
scheint also als Schnitt der Ebenen 127?, 347 und 565. 



Die sphärischen Kegelschnitte. 

196. Wir haben schon im vorangehenden Abschnitt die all- 
gemeinen Eigenschaften der Eaumkurve 4. Ordnung, in der sich 
zwei Flächen 2. Grades schneiden, kennen gelernt Hier wollen wir 
insbesondere die Durchdringungskurve einer Kugel mit einer 
konzentrischen Kegelfläche 2. Grades studieren; solche Kurven 
nennt man sphärische Kegelschnitte.^®) Wir gehen bei unserer 
Untersuchung von einer uns schon aus 86 bekannten Figur aus, 
indem wir einen Eotationskegel mit einer beliebigen Ebene E 
schneiden und ihm eine Kugel einbeschreiben, die diese Ebene im 
Punkte F^ berührt; F^ ist dann der Brennpunkt der in E liegenden 
Schnittkurve v. Ist 8 der Scheitel des Kegels und das Zentrum 
der Kugel, so machen wir die Ebene «SO i^^ zur Projektionsebene TTi ; 
diese steht auf E senkrecht, so daß sich u als Gerade u mit den 
Endpunkten A^ B projiziert, wo 8A und SB die in TTi liegenden 
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Mantellinien des Kegels sind (Fig. 100). Sind J und K die Berührungs- 
punkte van Sä und SB mit der Kugel, so bildet JK einen Durch- 
messer des Berührungskreises vom Kegel mit der Kugel, dessen 
Ebene zu TTi normal steht. Schnei- 
det man nun den Kegel mit dem ^r 
Scheitel und der Basiskurve u /;i\ 
mit der Kugel, so erhält man einen / \ 
sphärischen Kegelschnitt, / \ 
dessen Eigenschaften sich in ein- / \ 
fachster Weise ergeben. 

197. Die Tangenten aus einem 
Punkte P an eine Kugel sind 
gleich lang; durch Projektion dieser 
Tangenten vom Mittelpunkte 
aus auf die Kugel erhält man 
^eich lange Stücke größter Kreise. 
Ist F ein Punkt von u, so berührt 
PS die Kugel, ihr Berührungs- 
punkt Z liegt auf dem Kreise mit 
dem Durchmesser JK und Z' 
fällt auf JK. Die Tangenten PF^ 
und PZ sind gleich und Bog QF^ 
= Bog QZ, wenn OP die Kugel 
in Q trifft. Der Bogen QF^ 

gehört einem größten Kreise mit dem Durchmesser F^F^ an und 
der Bogen QZ einem größten Kreise mit dem Durchmesser F^F^, 
der auf OS liegt. Da der Bogen QZ auf dem Kreise JZK senk- 
recht steht, so gibt er den sphärischen Abstand des Punktes Q 
von jenem Kreise an, und es erscheint der sphärische Kegel- 
schnitt als Ort der Punkte, die von einem festen Punkte J^j 
und einem festen Kreise KLJ gleich weit abstehen, wobei 
diese Abstände durch Bogenstücke größter Kreise auf der Kugel zu 
messen sind. Dreht man den Bogen QF^^ um die Achse F^O in TTj, 
so geht er in F^Q^ über {Q'Q^±OF^)] ebenso läßt sich der 
Bogen QZ durch Drehung um die Achse SO in die Lage KQ^ 
bringen {Q'Qq±OS). Demnach ist Bog KQ^ ^ Bog F^Q\ und da 
ßK^BF^y ist auch Bog I) K ^ Bog DF^, wenn OB die Kugel in 
Z schneidet; hieraus folgt aber durch Subtraktion BogDQ^ = Bog-DQ^ 
Dies ergibt eine einfache Konstruktion der Punkte des sphärischen 
Kegelschnittes. Schneidet man von Z aus auf dem Kugelkrei&e in TTi 
gleiche Bogen ab, z. B. ZQ^ = ZQ^, und zieht durch die Endpunkte 




Fig. 100. 
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Senkrechte zu OF^ und OF^^ respektive, so ist ihr Schnittpunkt die 
Projektion eines Punktes des sphärischen Kegelschnittes^ z. B. Q'. 
Da Bog F^Q = Bog F^Q^ und Bog QL = Bog Q^K ist, so folgt: 
Bog F^Q + BogQF^ = Bog F^K; der letztgenannte Bogen ist aber 
von der Lage des Punktes P unabhängig. Der sphärische Kegel- 
schnitt erscheint also als Ort der Punkte, für die die 
Summe der sphärischen Abstände von zwei festen Punkten 
konstant ist. Unter dem sphärischen Abstand zweier Kugelpunkte 
ist hierbei das von ihnen begrenzte Stück eines größten Kreises zu 
verstehen. Die Punkte F^ und F^ spielen für den sphärischen Kegel- 
schnitt ganz die gleiche Rolle wie die Brennpunkte bei einer Ellipse 
und werden als seine Brennpunkte bezeichnet. Aus unserem 
Satze folgt, daß Bog F^C = Bog F^D sein muß, es ergibt sich dies 
auch aus den Eelationen: BogF^J == Bog F^K, Bog CJ=^ Bog CF^ 
und Bog DFj^ = Bog DK; die Summe der sphärischen Abstände eines 
Kurvenpunktes von den beiden Brennpunkten F^ und F^ ist dem- 
nach t= Bog CD, d. h. gleich dem sphärischen Abstand der Scheitel C 
und D. 

Es ist (wenn man den Kugelradius als Längeneinheit nimmt): 
BogQF^ = 7t — BogQF^] durch Einsetzen dieses Wertes in die 
Eelation: Bog QF^ + Bog QF^ = Bog CD kommt: Bog QF^ - Bog QF^ 
= Bog DG. Wir sehen hieraus, daß auch F^^ und F^ die gleiche 
EoUe spielen, deshalb nennt man F^, F^, F^, F^ die vier Brenn- 
punkte unserer Kurve. Je nach der Auswahl zweier Brennpunkte 
ist die Summe oder die Differenz ihrer sphärischen Abstände 
von den Kurvenpunkten konstant; die bezüglichen Eelationen sind: 

BogQF, + BogQF^ = BogCD , BogQF^ - BogQF, = ;r - BogCD, 
BogQF^ + BogQF^ = 27t-BogCp, BogQF^ - BogQF^ = tt - BogCD. 

Legt man durch zwei benachbarte Punkte unserer Kurve zwei 
Ebenen senkrecht zu OF^^ und ebenso zwei Ebenen senkrecht zu OF^^ 
so ist nach dem vorausgehenden Satze der sphärische Abstand der 
beiden benachbarten, zu OF^ senkrechten Kreise gleich dem sphärischen 
Abstand der beiden zu OF^ senkrechten Kreise. Die zwei Paar 
Kugelkreise durch die benachbarten Kurvenpunkte bilden demnach 
einen unendlich kleinen Ehombus, dessen Diagonale die Kurven- 
tangente in dem betreffenden Punkte ist und den Winkel der ge- 
nannten Kugelkreise halbiert. Die Kugelkreise, die den Kurvenpunkt 
mit den Brennpunkten verbinden, stehen aber auf jenen Kreisen 
senkrecht, und wir erhalten den Satz: Die Tangente in einem 
Punkte eines sphärischen Kegelschnittes halbiert den 
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Winkel (oder Nebenwinkel) der beiden Kreisbogen, die den 
Punkt mit zwei Brennpunkten verbinden. 

198. Die erzielten Eesultate lassen sich unmittelbar auf den 
Kegel mit dem Scheitel O und der Leitkurve u übertragen, der 
unsere sphärische Kurve aus dem Kugelzentrum projiziert. Die 
Strahlen OF^ und OF^ heißen die Brennstrahlen des Kegels. Die 
Ebene OAB oder TTi ist eine Hauptebene des Kegels; die beiden 
Geradeo, die den L. ÄOB und seinen Nebenwinkel halbieren, bilden 
zwei Achsen des Kegels, dessen dritte Achse auf TTj senkrecht steht 
(vergl. 242 Bd. I). Die beiden Brennstrahlen liegen zu den Achsen 
symmetrisch, und es gilt für sie der Satz: Die Summe der Winkel, 
die jede Mantellinie des Kegels mit den beiden Brenn- 
strahlen einschließt, ist konstant, nämlich = L. ÄOB, Dabei 
ist natürlich auf die richtige Bildung dieser Winkel Rücksicht zu 
nehmen; läßt man an Stelle eines dieser Winkel den Nebenwinkel 
treten, so ist die Differenz der beiden Winkel konstant. Ferner 
ergibt sich: die Tangentialebene längs einer Mantellinie des 
Kegels halbiert den einen Winkel der beiden Ebenen, die 
die Brennstrahlen mit der Mantellinie verbinden. Jede Ebene, 
die auf einem Brennstrahl des Kegels senkrecht steht, schneidet ihn 
in einem Kegelschnitt, dessen einer Brennpunkt auf dem betreffenden 
Brennstrahl liegt. 

Die Symmetrieebenen des Kegels sind auch solche für den 
sphärischen Kegelschnitt, der aus zwei getrennten Teilen besteht 
entsprechend den beiden Mantelflächen des Kegels. 

199. Bei den voranstehenden Betrachtungen hatten wir zur Er- 
zeugung des sphärischen Kegelschnittes einen Kegel benutzt, dessen 
Basiskurve u zu der schneidenden konzentrischen Kugel in einer 
besonderen Beziehung stand, indem der Berührungspunkt der Kugel 
zugleich Brennpunkt von u war. Wir wollen nun zeigen, wie man 
im allgemeinen Fall die Brennstrahlen eines Kegels kon- 
struieren kann und dadurch wieder zu den früheren Resultaten 
gelangt. sei der Scheitel des Kegels, OM die in seinem Innern 
liegende Kegelachse; als Basisebene des Kegels wählen wir eine zur 
Achse senkrechte Ebene, die die Kugel im Schnittpunkte M der 
Achse mit ihr berührt. Die große Achse der Basisellipse v sei C^I)^\ 
dann mag TIi mit der Ebene OC^D^ und W^ mit der Basisebene 
zusammenfallen (in der Fig. 101 ist nur eine Hälfte C^F^B^ der um- 
gelegten Ellipse V angegeben). Die Strahlen OC^, OD^^ OF^ liefern 
die Punkte C, B, F des sphärischen Kegelschnittes; dabei ist OMF^ 
das um OJ!/ in TTj umgelegte Dreieck OMF^y F^ der umgelegte 
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Punkt £ und £' seine Projektion {E^==OE^^xk, E^B' ±,0M\ 
Schneidet der Kreis um mit dem Eadius OE' die Gerade CD in 
den Punkten G^ und Q^, dann sind Off^ = /"j und OG^^f^ die 
Brennstrahlen des Kegels, ihre Schnittpunkte F^ und F^ mit der 
Kugel die Brennpunkte des sphärischen Kegelschnittes. 

Um unsere Behauptung zu crhäi'ten, zeigen wir zunächst, daß 
A F^OE + l^F^OE = z. J90j!f ist. Die Sehne CD ist nämlich gleich 
der Sehne, die man durch E' senkrecht zu f^ ziehen kann, da 
OG^ ^ OE' ist; es sind also auch die zu den Sehnen gehörigen 
Bogen gleich, die halben Bogen stimmen aber mit Bog MD resp. 




Bog EFj^ überein. Nun schneiden wir den Kegel mit einer Ebene E, 
die in F^ auf f^ senkrecht steht; dies gibt einen Kegelschnitt u (in 
der Figur ist es eine Hyperbel), und die Endpunkte A, JB einer seiner 
Achsen liegen auf den Mantellinien OC und OD. Zeigt man jetzt noch, 
daß man durch die Kurve u einen Eotationskegel legen kann, der 
der Kugel umgeschrieben ist, so folgt daraus, daß F^ ein Brenn- 
punkt von u ist, und man erhält so wieder die Beziehungen, wie 
sie sich in Fig. 100 darbieten. Zu diesem Zwecke ziehe man von 
A und £ die Tangenten an k, deren Berührungspunkte respektive 
/ und K seien; ihr Schnittpunkt S ist der Scheitel eines Kegels, 
der die Kugel längs eines Kreises Z mit dem Durchmesser JK be- 
rührt Dieser Eotationskegel enthält aber die Kurve u; denn die 
Schnitikurve von E mit dem Rotationskegel hat mit u nach der 
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Konstruktion die Achse AB und außerdem einen Punkt gemein, wie 
sogleich dargetan werden soll. Ist P' = -4-S x OM, so ist SP' die 
Projektion einer Mantellinie SP des Eotationskegels, die die Kugel 
in Q berührt {Q' = SP' x JK), und es ist PF^ ^ PQ (als Kugel- 
tangenten), OP schneidet also die Kugel in einem Punkte, dessen 
sphärische Abstände von F^^ einerseits und dem Kugelkreise / über 
J£ andererseits einander gleich sind und dessen Projektion in OM 
liegt Diese Eigenschaften besitzt aber der Kugelpunkt F; der 
Strahl OFF^ geht demnach durch P hindurch, was zu beweisen war. 

Nach 196 muß OS mit dem Brennstrahl f^ zusammenfallen; dies 
ergibt sich auch direkt; denn es ist BogCJ^BogCF^ {i^CAJ 
= Z. CAF^) und BogCi^ = Bog F^D = Bog DK, also auch Bog JF^ 
=s Bog F^K, d. h. F^ liegt auf der Halbierungslinie des z. JSK. 

200. Die senkrechten Projektionen des sphärischen Kegel- 
schnittes auf seine drei Sjmmetrieebenen sind wieder Kegelschnitte, 




Fig. 102. 



wie im folgenden nachgewiesen werden soll. Die Projektion auf die 
Ebene der Brennpunkte ist eine Ellipse c', von der zwei Stücke AB 
und CD im Innern des Kreises k liegen, die beiden andern .«iC und BD 
aber außerhalb sich befinden (Fig. 102). Die Punkte jener beiden 
Stücke bilden die Projektionen von je zwei reellen, die Punkte dieser 
Stücke die Projektionen von je zwei konjugiert imaginären Kurven- 
punkten. Die Ellipse c' ist zu dem Kreise k affin und zwar 
ist AD oder ^C die Affinitätsachse. In der Tat erhält man jeden 
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Punkt P' dieser Kurve, wenn man auf k gleiche Bogen AP^ = AP^ 
abschneidet und FP^ ^^0F^ und FP^ 1.0F^ macht Ist nun 
L ^ OA X P^F , so folgt aus der erwähnten Gleichheit der Bogen, 
daß LPq ^ LP"^ wird. Die Winkel des A LFP^ sind aber von der 
Wahl des Kurvenpunktes P' unabhängig, denn zwei seiner Seiten 
sind zu OF^ resp. OF^ senkrecht und z. FLP^^ L.FLA- L. P^LA\ 
demnach ist auch das Verhältnis FL:P^L oder FL\P^L von der 
Wahl des Punktes P' auf c' unabhängig. Die Kurven c und A sind 
also affin, OA ist die Affinitätsachse, FP^ (oder auch FP^ sind ein 
Paar affiner Punkte; infolgedessen schneiden die Tangenten von k 
in P^ resp. P® und die Tangente von c in P' die Gerade 0^ in 
dem nämlichen Punkte T. Zu dem gleichen Resultat gelangt man 
auch nach 282 Bd. I, wenn man noch den zu P' benachbarten PuiJct 
auf c in Betracht zieht. 

201. Seien x^ y, z die Achsen des Kegels durch c, und zwar 
mag X den L. F^OF^ und ;/ seinen Nebenwinkel halbieren, wo OF^ 
und OPg nicht durch die Kegelflächen getrennt sind, während z auf 
der Ebene der Brennpunkte senkrecht steht. Dann ist die Projektion 
c" von c auf eine zur Ebene yz parallele Ebene eine vollständige 
Ellipse, deren Halbachsen gleich \AB resp. FW sind; die Projek- 
tion c'" von c auf eine zu xz parallele Ebene dagegen liefert eioe 
Hyperbel, deren Hauptachse gleich AC ist, der reelle Teil von c 
ergibt nur zwei Stücke derselben. Daß c" und c'" wirklich Kegel- 
schnitte sind, erkennt man folgendermaßen. Ist P ein Punkt von c 
und sind 7?^, -p^y p^ seine Entfernungen von den Ebenen x?/, yz, xz, 
so ist Pi^ + P2^ + Ps^ ^ r^ (r = Kugelradius), da P auf der Kugel 
liegt. Für die Projektion P' auf xy, wobei p^ und /?g sich in wahrer 

Länge projizieren, haben wir: ^ + ^= 1, wenn a^ < b^ die Halb- 

achsen der Ellipse c sind (vergl. 273 Bd.I). Aus beiden Gleichungen 
können wir eine Relation zwischen p^, p^, nämlich: 

Pi^ + Ps^ - -^ = ^' - «1' oder: 2i^' + |l = 1 ableiten, 
wo: «2* = 7-2 - a^2 und b^^ = b^^r^ - ai^):(*i^ - ^i^) ist, und ebenso 
eine Eelation zwischen /?j und p^, nämlich: 

Pi' + P.' -P2' y = '•^ - *i^ oder: - gj + g! = 1, 
wo: flj» = ij2 _ ^2^ ^j^i 1,^2 _ a^2 (3^2 __ r^:{b^i - «^2) ist. Diese 
Relationen sind aber nichts anderes als die Gleichungen der Pro- 
jektionen c" und c'", da ja p^, p^ bei der Projektion von c auf die 
Ebene yz und p^, p^ bei der Projektion von c auf die Ebene xz 
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ungeändert bleiben. Die gefundenen Gleichungen beweisen also 
nach 273 Bd. I die Behauptung. 

Konstruktionsaufgaben bei den Flächen zweiten Grades. 

203. Von einer Fläche 2. Grades soll der Umriß ge- 
zeichnet werden, falls die eine Projektion dreier ebener 
Schnitte von ihr bekannt ist. In Fig. 103 ist also eine Pro- 
jektion dieser Schnitte, nämlich ä', V, m' gegeben, wobei es. gleich- 
gültig ist, ob diese Kurven eine orthogonale oder schiefe Projektion 
der Schnitte A, 
/, m darstellen. %^^ 

Die Ebenen 
dieser Schnitte 
schneiden sich 
paarweise in den 
Geraden a, h und 
c und diese in 
dem gemein- 
samen Punkte S; 
auf h liegen die 
reellen Schnitt- 
punkte Bj, B^ z' 
von k und w, "^^^ 
aufc die Schnitt- 
punkte (7^,(72 von 
\ und /. Da- 
gegen sind die 

Schnittpunkte 
von / und tw, 
die auf a liegen, 
imaginär; je zwei 
Punkte von a, 
die für / harmo- 
nische Pole sind, 
sind es auch 

für m. Nun gibt es nach 138 einen Kegel, der die Fläche längs k 
berührt, sein Scheitel sei K. Der wahre Umriß dieses Kegels — 
zwei Mantellinien — trifft k in zwei Punkten, die dem wahren 
Umriß unserer Fläche zugehören. Denn in einem solchen Punkte 
haben Fläche und Kegel die nämliche Tangentialebene, und diese 
muß der Projektionsrichtung parallel sein, da der Punkt auf dem 
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Kegelumrisse liegt. In der Projektion berühren demnach die Tan- 
genten von Ä" an ä' diese Kurve in denselben Punkten wie den 
scheinbaren Umriß u\ Die Kurven u und k' tangieren sich somit 
in zwei Punkten D' und E', die aus ä' von der Polaren des 
Punktes K' ausgeschnitten werden. Analog verhält es sich mit den 
Berührungspunkten von «' und /', sowie von u und m'. 

Es gilt also nur die Punkte K', L', M' zu finden. Da nun K der 
Pol der Ebene durch k und M der Pol der Ebene durch m ist, so ist 
KM die konjugierte Polare von b in bezug auf unsere Fläche. Auf 
KM liegen deshalb auch die Pole von b in bezug auf jeden Schnitt 
der Fläche, dessen Ebene durch b geht; insbesondere liegen auf iTJIf 
die Punkte P und Q als Pole von b in bezug auf m resp. k. Ebenso 
geht die konjugierte Polare KL von c durch die Pole R und T 
von c in bezug auf / resp. ä, und in gleicher Weise enthält LM 
die Pole V und F von a bezüglich l resp. m. Die drei Geraden 
Fq\ IL'T\ UT schneiden sich in den gesuchten Punkten K\ L' 
und M\ auf deren Polaren in bezug auf ä', /', m' respektive die 
Berührungspunkte von w'mit diesen Kurven liegen. Teilen P'Q' und Y' 
die Sehne B^ B^ harmonisch, wird ferner die Sehne O^C^ durch 
B*T und Z' harmonisch geteilt, sind endlich VT' x d und X' auf 
d harmonische Pole von /' und folglich auch von vd, so trägt Y' Z* 
die Berührungspunkte i)', W von ä' und u\ ebenso liegen die Be- 
rührungspunkte von d und /', resp. d und id auf X' Z' resp. X'Y\ 
Der wahre Umriß u liegt in der Ebene XYZ, 

. Auch die Eigenschattengrenze ist hier leicht zu finden, falls 
man den Schatten 8^ von 8 auf die Ebene des Umrisses u kennt. 
Legt man durch P eine Parallele zu 3, so trifft sie die Umrißebene 
in (PO II <^, XY y^BO^ 0), denn P liegt in der Ebene der Kurve m. 
Der Schatten P^ von P auf die Umrißebene erscheint als Schnitt 
der Geraden PB^ (JI/SÄJ und OB^ (|| Y8^\ der Schatten P* von P 
auf die Ebene der Kurve k liegt auf dem Schatten der Geraden BO 
auf diese Ebene, d. h. auf einer Parallelen zu BO durch F^ YZ x OB^ 
(in der Figur ist zur Vereinfachung P^, P*, 8^ geschrieben, obgleich 
die Projektionen dieser Punkte gemeint sind). Da Q in der Ebene 
von k liegt, so ist QP* der Schatten von (^B auf diese Ebene und 
also Ä^* der Schatten von K auf dieselbe. K ist aber der Scheitel 
des Tangentialkegels mit der Berührungskurve ä; die Polare von iT* 
in bezug auf k schneidet diese Kurve in zwei Punkten H und /, 
die der Eigenschattenkurve des Kegels und somit auch der der 
Fläche 2. Grades angehören. Ebenso kann man auf / und m die 
Punkte der Eigenschattenkurve bestimmen. 
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208. Es sollen von einer Fläche 2. Grades drei kon- 
jugierte Durchmesser bestimmt werden, wenn man von 
drei Kegelschnitten auf ihr die eine Projektion kennt. 
Ganz wie vorher seien k', l', m' diese Projektionen, A^A^ die Schnitt- 
punkte von / und ?w, B^B^ die von k und m, C^ und C^ die von k 
und /; ferner seien S der gemeinsame Punkt der Sehnen A^ A^, B^B^, 
C^C^ und A, B, C ihre Mittelpunkte; endlich seien K, L, M die 
IMüttelpunkte der Kurven k, /, m (Fig. 104). Durch B^ ziehe man 
nun die Sehne B^D ^' 

von m parallel zu A^A^y 
und die Sehne B^E 
von k parallel zu C^C^ 
beide bestimmen eine 
zu der Ebene von / 
parallele Ebene, die aus 
der Fläche eine zu / 
ähnliche und ähnlich 
gelegene Kurve n aus- 
schneidet. Der Mittel- 
punkt N von n liegt 
auf einer Geraden, die 

man durch B^l) x MA \* / \X ^.^ y^ 

zu LA parallel zieht, 
und auf einer Geraden 

durch B^Ex KC, die Fig. 104. 

zu LC parallel ist. 

Denn in bezug auf die Kurve n ist der Sehne B^D ein zm AZ 
paralleler Durchmesser konjugiert, und ebenso der Sehne B^ E ein 
zu CL paralleler Durchmesser, da zu jedem Paar konjugierter Durch- 
messer von / ein Paar konjugierter Durchmesser von n parallel ist 
Ist C^F eine Sehne von / parallel zu A^A^ und C^G eine Sehne 
von k parallel zu B^B^, so schneidet die Ebene dieser Sehnen 
unsere Fläche in einer Kurve i mit dem Mittelpunkte /. Dem 
Vorausgehenden analog schließt man, daß / auf einer Parallelen 
zu MA durch C^F X LA und auf einer Parallelen zu MB durch 
C^G X KB liegt, da i zu m ähnlich und in ähnlicher Lage ist. 

Die Mittelpunkte L und N der Parallelschnitte l und n liegen 
auf einem Durchmesser unserer Fläche, ebenso die Mittelpunkte M 
und / der Parallelschnitte m und i, so daß = LNx MJ der Mittel- 
punkt der Fläche wird. Zum Flächendurchmesser LO ist die zur 
Kurve / parallele Diametralebene konjugiert; zieht man also OX\\A^A^ 
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und OY\\LA, so sind OX, OY, OZ (wo Z ein Punkt von OL ist), 
drei konjugierte Durchmesser unserer Fläche, und es sind noch ihre 
Endpunkte X, T, Z aufzusuchen. In der Ebene OYZ liegen auch 
die Geraden ÄL und AM, erstere schneidet /, letztere schneidet m 
in zwei Punkten, die dem Kegelschnitte mit den konjugierten Durch- 
messern OY und OZ angehören. Da aber die Eichtungen dieser 
Durchmesser bekannt sind, so genügen schon zwei Punkte des Kegel- 
schnittes, um ihre Längen zu zeichnen. Sind nämlich P und Q zwei 
solche Punkte, so ziehe man QQ^\\OZ und wähle Q^ derart, daß 
QQ^ von OY halbiert wird, dann schneiden PQ und PQj den Durch- 
messer Or in konjugierten Punkten R und iPj, und es ergibt sich 
seine Länge aus (0 J)^ = OR.OR-^ (vergl. 58). Ähnlich findet man 
die Länge von OZ, während sich OY und OZ zueinander verhalten, 
wie die zu OY und OZ parallelen Durchmesser von /. 

204, Von einem Kegel ist der Scheitel «S und die Grund- 
kurve u bekannt, die eine Ellipse, Parabel oder Hyperbel 
sein kann; es sollen seine Achsen konstruiert werden. 

In 360 Bd. I haben wir die Strahlen und Ebenen durch den 
Kegelscheitel als Durchmesser und Diametralebenen des Kegels be- 
zeichnet und nachgewiesen, daß es zu jedem Durohmesser eine 
konjugierte Diametralebene gibt und umgekehrt. Die zu einem Durch- 
messer parallelen Kegelsehnen werden von der konjugierten Diametral- 
ebene halbiert, und die zu einer Diametralebene parallelen Kegel- 
schnitte haben ihre Mittelpunkte auf dem konjugierten Durchmesser. 
Jede Achse des Kegels ist ein Durchmesser, der auf seiner kon- 
jugierten Diametralebene senkrecht steht; um die Achsen zu bestimmen, 
hat man entsprechend den Darlegungen in 151 und 152 zu verfahren. 

Zu jedem Durchmesser gehört im allgemeinen ein konjugiert 
rechtwinkliger Durchmesser; er liegt sowohl in der zum ersten kon- 
jugierten Diametralebene als in der zu ihm normalen Diametral- 
ebene. Nun seien A und M zwei beliebige Ebenen durch den 
Kegelscheitel S, ferner / und m ihre Spurlinien in der Ebene TT der 
Grundkurve u, weiter l^ und m^ ihre Normalen in S, endlich l^ 
und m^ ihre konjugierten Durchmesser; die Spurpunkte dieser Ge- 
raden in TT mögen i^, M^, L^, M^ respektive sein. Bezeichnen wir 
noch den Spurpunkt eines Strahles a durch S mit Ä, die zu ihm 
senkrechte Diametralebene mit A„ und die zu ihm konjugierte 
Diametralebene mit A^, sowie ihre zugehörigen Spurlinien mit a^ 
bezw. a^, dann ist o^ = A„ X A^ der konjugiert rechtwinklige Durch- 
messer zu a und Jj = a^ x a^ sein Spurpunkt. Beschreibt nun a 
einen Strahlbüschel in der Ebene A mit dem Scheitel S, so be- 



Die Flächen xwevten Orades. 



165 



schreibt A„ einen dazu projektiven Ebenenbüschel mit der Achse l^ 
und Ag einen projektiven Ebenenbüschel mit der Achse /^. In der 
Ebene TT durchläuft dann der Spurpunkt A von a die Punktreihe l, 
während der Spurpunkt A^ des zu a konjugiert rechtwinkligen Durch- 
messers ßj einen Kegelschnitt l^ durchläuft. Dieser Kegelschnitt 
wird durch zwei projektive Strahlbüschel erzeugt, deren entsprechende 
Strahlen a und a sich um die Scheitel Z„ und Z^ drehen; er ent- 
hält deshalb die Punkte L^ und X^. In gleicher Weise werden den 



^^ a 




Fig. 105. 

Punkten der Geraden m von TT die Punkte eines Kegelschnittes m^ 
entsprechen, wenn wir die Spurpunkte konjugiert rechtwinkliger 
Durchmesser kurzweg als entsprechende Punkte bezeichnen 
(Fig. 105). Dem Punkte W ^ l x m entspricht ein gemeinsamer 
Punkt W^ von l^ und w^; diese Kegelschnitte müssen sich deshalb 
mindestens noch in einem weiteren Punkte X^ schneiden. Zu X^ gibt es 
mithin je einen entsprechenden Punkt auf l und m\ zum Durchmesser 
SX^=^x^ gibt es also zwei konjugiert rechtwinklige Durchmesser, d.h. x^ 
ist eine Achse unseres Kegels, der nach 151 noch zwei weitere Achsen 
besitzen muß. Die Kegelschnitte /^ und m^ schneiden sich — 
abgesehen von dem zu / x w entsprechenden Punkt — in den 
Spurpunkten X^, Y^y Z^ der drei Kegelachsen x^, y^, z^. 

205. Hiemach genügt es, zu zwei beliebigen Geraden / und m 
die entsprechenden Kegelschnitte l^ und m^ wirklich zu zeichnen. 
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um ihre Schnittpunkte und damit die Achsen des Kegels zu ge- 
winnen. Zur Erzeugung des Kegelschnittes Z^ dienen zwei projektive 
Strahlbüschel. Der eine hat seinen Scheitel im Pole Z^ von / in 
bezug auf m; seine Strahlen sind die Polaren der bezüglichen Punkte 
von /. Der andere hat seinen Scheitel in i^; seine Strahlen stehen 
senkrecht auf den Verbindungslinien der bezüglichen Punkte von / 
mit S', wo S' die orthogonale Projektion von S auf TT bedeutet. 
Ist L der Fußpunkt des von S' auf / gefällten Lotes, so liegt L^ 
auf der Verlängerung dieses Lotes S'Z über S' hinaus und genügt 
der Eelation: S'L.S'Z^ = h^, wenn man unter h = SS' = S'S^ die 
Höhe des Kegels versteht, da ja -^ZSZ^ ein rechter Winkel ist. 
Jeder Geraden in TT entspricht ein Kegelschnitt durch die Punkte 
Xj, Tj, Z^] unter allen diesen Kegelschnitten wird man insbesondere 
zwei auswählen, die zur genauen Auffindung ihrer Schnittpunkte am 
meisten geeignet erscheinen. Als besonders geeignet in diesem Sinne 
kann man einerseits die gleichseitige Hyperbel /^ ansehen, die der 
unendlich fernen Geraden — wir bezeichnen sie hier mit / — ent- 
spricht, und andererseits den Kreis m^ durch die Punkte Xj, J^, Z^^ 
der einer gewissen Geraden m entspricht. 

Die gleichseitige Hyperbel /^ findet man folgendermaßen. Für 
die unendlich ferne Gerade / fällt Z^ mit dem Mittelpunkt von u 
und Z^ mit S' zusammen. Zu einem unendlich fernen Punkt, d. h. 
zu einer Eichtung, erhält man den entsprechenden Punkt, indem 
man den zu dieser Eichtung konjugierten Durchmesser von « mit 
der zur Eichtung senkrechten Geraden durch S' schneidet Dem 
unendlich fernen Punkt G der Achse AB von u entspricht dem- 
gemäß der unendlich ferne Punkt G, der Achse CD und umgekehrt; 
dem unendlich fernen Punkt J^ von S'O entspricht der Punkt F^^ wobei 
F^S' l_ S'O, und F^O, FO konjugierte Durchmesser von u sind. Der 
unendlich fernen Geraden entspricht deshalb der Kegelschnitt /j, der die 
fünf Punkte 0, 8', F^, G und G^ enthält; demnach ist /j eine Hyperbel 
mit Asymptoten parallel zu den Achsen AD und CD; eine solche 
Hyperbel mit rechtwinkligen Asymptoten heißt gleichseitig. Nun 
liegen je zwei konjugierte Durchmesser einer Hyperbel zu ihren 
Asymptoten harmonisch (nach 265 Bd. I); bei der gleichseitigen 
Hyperbel liegen deshalb je zwei konjugierte Durchmesser symmetrisch 
zu den Asymptoten. Der Mittelpunkt H unserer Hyperbel /^ ergibt 
sich hiernach als Schnitt zweier Durchmesser, von denen der eine 
durch die Mitte / der Sehne S'O geht und mit der Geraden AB 
den gleichen Winkel einschließt wie diese Sehne, während der andere 
die Mitte K der Sehne F^S' enthält und mit dieser gegen die Ge- 
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rade AB gleiche Neigung besitzt; denn jeder Durchmesser halbiert 
die Sehnen, die dem konjugierten Durchmesser parallel laufen. Zeichnet 
man also drei Rechtecke, deren Seiten zu AB und CD parallel und 
deren erste Diagonalen bezüglich S'O, 'S'Fy^ und F^O sind, so schnei- 
den sich ihre zweiten Diagonalen im Mittelpunkt H der Hyperbel /^ ; 
von. dieser findet man dann beliebig viele Punkte mittels ihrer Asym- 
ptoten ff und ^j und der bekannten Punkte. Weiterhin geben wir 
noch eine Methode an, um beliebige Durchmesser der Hyperbel /j 
direkt zu bestimmen. 

206, Zur Erlangung des Kreises m^ durch die Punkte X^ J, , 
Z^ benutzen wir den folgenden Satz, den wir in der nächsten 
Nummer beweisen. Sucht man zu zwei beliebigen Geraden / 
und m die entsprechenden Kegelschnitte Z^ und m^, die 
natürlich durch X^ Tj, Z^ gehen, so entspricht der Involu- 
tion der Punktepaare auf /, die hinsichtlich rw^ konjugiert 
sind, die Involution auf Zp deren Achse m ist; ebenso ent- 
spricht der Involution der Punktepaare auf m, die hin- 
sichtlich Zj konjugiert sind, die Involution auf m^, deren 
Achse Z ist. 

Im vorliegenden Fall ist Z die unendlich ferne Gerade, Z^ die 
gleichseitige Hyperbel und m^ ein noch unbekannter Kreis. Je zwei 
rechtwinklige Durchmesser des Kreises schneiden Z in einem Paar 
zu ?w^ konjugierter Punkte; natürlich bestimmen irgend zwei recht- 
winklige Strahlen ein solches Punktepaar der Involution auf Z, näm- 
lich dasselbe Punktepaar wie die zu den beiden Strahlen parallelen 
Kreisdurchmesser. Dieser Involution auf Z entspricht eine Involution 
auf der Hyperbel Z^, deren Achse die gesuchte Gerade m ist. Nun bilden 
G, G^ ein Punktepaar der Involution auf Z, also bilden die entsprechen- 
den Punkte ffj, G ein PunktepUar der Involution auf ly Ebenso bilden 
die unendlich fernen Punkte F und 0^ der Strahlen SV und S'F^ 
ein Punktepaar der Involution anf Z, folglich gehört der Involution 
auf Zj das Paar F^, der ihnen entsprechenden Punkte an. Das 
Zentrum der Involution auf Z^ ist somit der Punkt GG^ x OF^, d.h. 
der unendlich ferne Punkt M auf 0F^\ ihre Achse ist die Polare m 
von M in bezug auf Z^, d. h. der Hyperbeldurchmesser HN[NO = NF^). 
Auf dieser Geraden m müssen auch die Schnittpunkte P^OG^X F^G 
und Q = OGxF^G^ liegen {OP\\F^Q und OQ\\F^P), und zwar sind P 
und Q konjugierte Punkte bezüglich ly Demnach gehören die ihnen 
entsprechenden Punkte P^ Qj^ einer Involution auf m^ an, deren 
Achse die unendlich ferne Gerade Z ist, d. h. P^Q^ ist ein Durch- 
messer von niy Daß m^ ein Kreis ist, folgt aus der ursprünglichen 
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Wahl der Involution seiner konjugierten Pole auf/; denn sie bedingt, daß 
je zwei konjugierte Durchmesser von m^ aufeinander senkrecht stehen. 

Pj findet man als Schnittpunkt der Polaren von P in bezug 
auf M mit der Spurlinie p der Ebene, die in 8 auf dem Strahl SP 
senkrecht steht. Errichtet man aber auf der Ebene SPP^ in 8 die 
Normale und ist B ihr Spurpunkt, so muß 8'R ± PF^ und 8'R . S'T 
= ä2 sein, wobei T = S'B x PF^ ist Zieht man also 8'T\\ OP und 
S'Sq = h senkrecht dazu, so geht die auf 8^ T in 8^ errichtete Nor- 
male durch R [R auf 8'T). Die in 8 auf 8P errichtete Normalebene 
muß die Gerade 8R enthalten, ihre Spurlinie p geht sonach durch By 
ist zu 8'P rechtwinklig und schneidet den Punkt Pj aus. Ähnlich 
findet sich Qy Der Kreis m^ mit dem Durchmesser P^Q^ und die 
gleichseitige Hyperbel l^ liefern die Spurpunkte X,, Tj, Z^ der drei 
Achsen unseres Kegels; sie schneiden sich noch in einem weiteren 
Punkt W^, der dem Punkt mx l, d. h. dem unendlich fernen Punkte 
von PQ entspricht {W^8'±PQ, W^S' durch H, ^8'OÄ = <^ W^OÄ, 
denn OS' und OF^ sind konjugierte Durchmesser von u, folglich 
ist OW^ konjugiert zur Richtung PQ), Eine Kontrolle für die Richtig- 
keit der Zeichnung besteht darin, daß 8' der Höhenschnittpunkt des 
Spurendreiecks X^Y^Z^ sein muß. 

807. Um den Beweis für den Satz in der voranstehenden 
Nummer zu erbringen, gehen wir von zwei beliebigen Geraden / 
und m aus, denen in dem früher angegebenen Sinn zwei durch die 
Punkte X^y Y^, Z^ gehende Kegelschnitte /j und m^ entsprechen. 
Wählen wir niin auf m einen beliebigen Punkt T und legen von ihm 
aus die beiden Tangenten u und t; an /j, so bilden ihre Berührungs- 
punkte l\ und F^ ein Punktepaar derjenigen Involution ^^ auf /^ 
die m zur Achse hat. Den Strahlen des Büschels mit dem Scheitel Ä, 
zu denen auch m, u und v gehören, Bntsprechen die Kegelschnitte 
eines Büschels, zu denen auch wi^, Wj und v^ gehören. Der Büschel 
besitzt die vier Grundpunkte Xj, T^, Z^ und A^y wo Ä^ der ent- 
sprechende Punkt zu Ä ist, und schneidet nach 131 die Gerade / 
in den Punktepaaren einer Involution. Insbesondere berühren die 
Kegelschnitte v^ und v^ die Gerade l in den Doppelpunkten U und V 
dieser Involution (nach 134), wobei U und V die entsprechenden 
Punkte zu U^ und F^ sind; zugleich sind diese Punkte Uy F kon- 
jugierte Pole in bezug auf alle Kurven des Büschels, also auch in 
bezug auf nty Wir sehen also, daß einem beliebigen Punktepaar 
U^y F^ der Involution ^^ auf Z^, die m zur Achse hat, ein Punkte- 
paar Uy F auf l entspricht, das in bezug auf m^ konjugiert ist. Da- 
mit ist aber unser Satz bewiesen. 
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308. Die Achsen einer Fläche 2. Grades zu konstruieren. 
Die Konstruktion wird genau in der gleichen Weise wie vorher beim 
Kegel ausgeführt (204 u. flf.). In einer beliebigen Ebene TT erhält 
man die Spurpunkte Xj, Y^^ Z^ der drei Achsen als Schnittpunkte 
einer gleichseitigen Hyperbel \ mit einem Bereise m^ genau wie beim 
Kegel. Der einzige Unterschied besteht in folgendem.. In der 
Ebene TT bestimmt man bei der Kegelfläche den Spurpunkt eines 
Durchmessers und die Spurlinie seiner konjugierten Diametralebene 
als Pol und Polare der Spurkurve u dßs Kegels. Bei der Fläche 
2. Grades ist dies nicht mehr der Fall; um hier Spurpunkt und 
Spurlinie eines Durch- 
messers und seiner 
konjugierten Diametral- 
ebene zu zeichnen, ver- 
fährt man in folgender 
Weise (Fig. 106). Man 
konstruiere zu einem 
beliebigen zu TT paral- 
lelen Durchmesser die 
konjugierte Diametral- 
ebene, deren Spur a^ sei, 
und zu dem zu a^ paral- 
lelen Durchmesser die 
konjugierte Diametral- 
ebene mit der Spur b^ ; 
außerdem suche man zu einem beliebigen Durchmesser mit dem 
Spurpunkte B^ die konjugierte Diametralebene mit der Spur d^ 
Dann gehört jedem Punkte von TT eine bestimmte Gerade in TT in 
der Weise zu, daß sie Spuren eines Durchmessers und seiner kon- 
jugierten Diametralebene sind. So gehört dem unendlich fernen 
Punkte von b^ die Gerade a^, dem unendlich fernen Punkte von a^ 
die Gerade b^y dem Punkte Oj = «^ x b^ die unendlich ferne Gerade 
und dem Punkte B^ die Gerade d^ zu. Man kann nun zu jedem 
Punkte von TT die zugehörige Gerade finden, wenn man bedenkt, daß 
der Verbindungslinie zweier Punkte derjenige Punkt zugehört, in 
dem sich ihre zugehörigen Geraden schneiden, und daß dem Schnitt- 
punkte zweier Geraden diejenige Gerade zugehört, die durch ihre 
zugehörigen Punkte geht. Zu den Strahlen durch 0^ gehören die 
unendlich fernen Punkte; diese Strahlen ordnen sich in Paare einer 
Involution, indem zu jedem Strahle eines Paares der.unendlich ferne 
Punkt des anderen gehört. So bilden aj)^ ein Strahlenpaar der In- 
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volution und ebenso O^B^ und die Parallele zu d^ durch Oy Der 
Scheitel 0^ und die Eechtwinkelstrahlen dieser Lavolution spielen 
hier die gleiche Rolle wie in Fig. 105 der Mittelpunkt und die Achsen 
der Spurkurve u des Kegels. 

Den Parallelen zu b^ gehören die Punkte von a^ zu; diese ordnen 
sich in Paare einer Involution, indem zu jedem Punkte eines Paares 
eine Parallele zu ö^ durch den anderen gehört. 0^ ist der Mittel- 
punkt dieser Involution, a^ x d^ ^ J^ und K^ wo D^K^ \\ b^ ist, bilden 
ein Punktepaar derselben. . Ganz in gleicher Weise existiert auf b^ 
eine Involution, 0^ ist wieder der Mittelpunkt, b^ x d^ = ö^i und H^ 
wo JD iS^W «1 ist, bilden ein Punktepaar. Zu einem Punkte Pj er- 
hält man also die zugehörige Gerade p^ indem man Q^ auf a^ und E^ 
auf Äj sucht {P^Q^\\by P^B^\\a^), S^ auf ö^ nach der Relation 0^7^.0^^^ 
= O^Q^ . O^S^ und 2\ auf ^^ nach der Relation: O^G^.O^H^^-O^B^.O^T^ 
bestimmt, dann ist p^ = S^7\. 

309. Von einemEllipsoide seien drei konjugierteDurch- 
messer durch ihre Projektionen auf eine Ebene gegeben; 
es soll sein scheinbarer Umriß in dieser Ebene gezeichnet 
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werden. Ist die orthogonale 
oder schiefe Projektion des 
Mittelpunktes und sind O'X', 
0'Y\ 0' Z' die entsprechenden 
Projektionen der konjugierten 
Halbmesser unseres EUipsoides 
(Fig. 107), so gehört die Ellipse i 
mit den Halbmessern OX und 
Ol der Fläche an. Die Tan- 
gentialebenen in den Punkten 
dieser Kurve sind dem Durch- 
messer OZ parallel; sie umhüllen 
einen Cylinder, der die Fläche 
längs der Kurve i berührt. Der 
scheinbare Umriß dieses Cylin- 
ders wird von den beiden Tangenten von i' gebildet, die zu 0'^' parallel 
laufen; ihre Berührungspunkte Ä^ F liegen auf dem zu O'Z' konjugierten 
Durchmesser von i". Man findet diese Punkte Ä und -ß', indem 
man Y'O^ senkrecht zu O'X' zieht und gleich O'X' macht; dann ist 
der Kreis i^ mit dem Mittelpunkt 0^ und dem Radius O^Y' zu V 
affin, die gemeinsame Tangente t von^ i' und i^ ist die Affinitätsachse. 
Ist nun J=tx OZ' und ist KO^ JL JO^ [K auf t), so ist Ä'O' der 
zu 0' Z' konjugierte Durchmesser, wenn Ä'O' durch K geht und 
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JqA' II OqO' ist {Aq = O^K X Iq). Die Punkte Ä' und jS' gehören aber 
auch dem scheinbaren Umriß m' der Fläche an, denn in den Punkten 
Ä und B haben EUipsoid und Cylinder eine gemeinsame zur Pro- 
jektionsrichtung parallele Tangentialebene; u' und i" berühren sich 
in A' und £*, die gemeinsamen Tangenten sind zu O'Z' parallel. 
In gleicher Weise kann man die Berührungspunkte von w' mit den 
beiden Ellipsen bestimmen, für die O'X' und O'Z' resp. O'Y' und O'Z' 
konjugierte Halbmesser sind. Damit sind dann sechs Punkte des 
Umrisses u' bekannt, der sich daraus zeichnen läßt 

Die Konstruktion wird einfacher, wenn man zu dem Durch- 
messer A'£' von u direkt den konjugierten Durchmesser C'U' auf- 
sucht, der mit O'Z' zusammenfällt. Der konjugierte Durchmesser 
zu AB bezüglich der Schnittkurve i 
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Fig. 108. 



OA, OB und OZ sind drei konju- 
gierte Halbmesser des Ellipsoides. 
OE und OZ sind konjugierte Halb- 
messer einer Schnittellipse ä, die 
sich als gerade Linie projiziert, da 
O'E' und O'Z' sich decken. Pro- 
jiziert sich aber eine Ellipse 
als Stück einer Geraden, 
und sind 0'£^' und O'Z' die Projektionen zweier konjugierter 
Halbmesser, so bestimmen sich die End- oder Umrißpunkte 
C\ U der Projektion aus: [0' C'f ^ [0' B'f =^ {& E'f + {0' Z')\ 
oder mit anderen Worten: O'C = O'B' ist die Hypotenuse eines recht- 
winkligen Dreiecks mit den Katheten O'E' und O'Z' {Z'G = O'E', 
Z'G A_ O'E', O'G = aB). 

Den soeben erwähnten Satz beweisen wir in der folgenden Form. 
In Fig. 108 seien OZ und OF konjugierte Halbmesser einer Ellipse 
ky a sei eine beliebige Gerade in der Ebene der Ellipse und 00' die 
Richtung^ in der wir k auf a projizieren. Der zur Projektions- 
richtung parallele Halbmesser von k sei OM, der dazu konjugierte 
Durchmesser CB. Projizieren wir nun die Punkte Z und F zunächst 
' in der Richtung 00' auf CB nach Z^ und F\, so ist: [OCf^[OBf 
= [0Z^^+ [OF^^. Denn der Kreis k^ mit dem Durchmesser CB ist 
zu k affin, sein Radius OM^ {1_ CB) ist affin zu QM\ ebenso sind 
Z^Z^ und FqF^ affin zu ZZ^ und FF^, wenn Z^ und F^ auf k^ liegen, die 
Radien F^O, Z^O aufeinander senkrecht stehen und Z^Z^ \\ F^F^ J_ CB 
ist. Daraus folgt aber die Kongruenz der Dreiecke OZ^Z^ und F^OF^ 
und aus: (0(7)2= [OZ^f^ [OZ^f + iZ^Z^f die obige Relation. Projiziert 
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man die Punkte C, D, Z^, F^ in der Eichtung 00' weiter auf a nach 
C'y B' y Z'y Fy SO güt die Relation auch für diese Projektionen und 
damit ist der obige Satz bewiesen. 

3 10* Wollen wir die gleiche Aufgabe wie für das EUipsoid 
für das einschalige und zweischalige Hyperboloid lösen, so ist es 
vorteilhaft, die folgenden Betrachtungen über konzentrische, 
ähnliche Kegelschnitte vorauszuschicken. Fassen wir eine 
Involution ins Auge, sie ist durch ihren Mittelpunkt und ein 
Punktepaar P, P^ bestimmt; für jedes weitere Punktepaar Q, ^^ gilt: 
OQ.O§j = OP.OPy Dieses Produkt wollen wir die Potenz der 

Involution nennen, die positiv 
oder negativ sein kann, je nachdem 
die Punkte eines Paares auf der 
gleichen oder auf verschiedenen 
Seiten von liegen. Ist die Po- 
tenz positiv, so besitzt die Invo- 
lution zwei reelle Doppelpunkte, 
deren Abstände von gleich der 
Wurzel aus der Potenz sind. Sind 
zwei Involutionen mit gemein- 
-p. ^Q ^ samem Mittelpunkte auf der näm- 

lichen Geraden gegeben, so sind 
sie ähnlich und ähnlich gelegen, wenn je zwei Punkte einander 
entsprechen, deren Abstände von sich wie die Wurzeln aus den 
bezüglichen Potenzen verhalten. Jedem Punktepaar der einen In- 
volution ist hierdurch ein Punktepaar der andern zugeordnet. Haben 
beide Involutionen reelle, oder beide keine reellen Doppelpunkte, 
d. h. haben ihre Potenzen gleiches Vorzeichen, so ist die gemeinte 
Zuordnung eine reelle; im entgegengesetzten Falle ist sie imaginär. 
Solche imaginäre Zuordnungen müssen wir in den Kreis unserer 
Betrachtungen aufaehmen. 

Untersuchen wir jetzt die Kegelschnitte mit gemeinsamem Mittel- 
punkt Oy welche die gleiche Involution konjugierter Durchmesser 
aufweisen. Ein solcher Kegelschnitt ist durch einen seiner Punkte 
bestimmt, an seiner Stelle kann auch ein Paar harmonischer Pole * 
P und Pj auf einem Durchmesser gegeben sein. Sei c der Durch- 
messer durch PP^y d sein konjugierter, ferner a ein beliebiger Durch- 
messer und b sein konjugierter, so sind Q und Q^ auf a (Fig. 109) 
harmonische Pole, wenn P^Q^\\d und PQ\\b ist, da P^Q^ die Polare 
von P und PQ die von Q^ ist. Es ergibt sich so. auf einem be- 
liebigen Durchmesser a die Potenz OQ.OQ-^ der Involution har- 
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monischer Pole und damit die Länge des Durchmessers, falls seine 
Endpunkte reell sind. Ein zweiter Kegelschnitt mit der gleichen 
Involution konjugierter Durchmesser wie der erste wird dem Punkte P 
einen andern Punkt von c, etwa P^, als harmonischen Pol zuordnen; 
für ihn sind Q, Q^ auf a harmonische Pole, wenn PQ \\ b und PgQg || d 
ist. Aus der Figur ersieht man, daß OP^ : OP^ = OQ^\OQ^ ist, was 
das Resultat ergibt: Zwei Kegelschnitte nut der gleichen Involution 
konjugierter Durchmesser bestimmen auf jedem Durchmesser zwei 
Involutionen harmonischer Pole, deren Potenzen für alle Durchmesser 
in dem nämlichen Verhältnisse stehen, nämlich wie OP^ : OP^. Daraus 
folgt allgemein, daß die Pole und Polaren des einen Kegelschnittes' 
ähnlich und ähnlich gelegen sind zu den Polen und Polaren des 
andern, und daß gleiches für die Punkte und Tangenten dieser Kurven 
stattfindet. Alle Kegelschnitte mit der nämlichen Involution 
konjugierter Durchmesser sind samt ihren Polarsystemen 
ähnlich und ähnlich gelegen. 

Solche ähnliche und ähnlich liegende Kegelschnitte bildet jedes 
System von Parallelschnitten bei einer Fläche 2. Grades; verschiebt 
man ihre Ebenen parallel mit sich selbst, so daß ihre Mittelpunkte 
in den der Fläche rücken, so sind sie auch konzentrisch. Gerade 
dieses Beispiel zeigt uns aber, daß das Verhältnis entsprechender 
Strecken auch imaginär sein kann. Sind z. B. zwei Parallelschnitte 
eines EUipsoides reell, so sind sie und ihre Polarsysteme in reeller 
Weise ähnlich und ähnlich gelegen, d. h. einem reellen Punkte ent- 
spricht dabei wieder ein reeller Punkt (vergl. 142); ebenso ist es, 
falls beide Schnitte imaginär sind. Ist dagegen ein Schnitt reell 
und einer imaginär, so sind sie zwar noch ähnlich und ähnlich ge- 
legen, aber einem reellen Punkte der einen Ebene entspricht ein 
imaginärer Punkt der andern. 

' 311. In jeder Ebene werden durch eine Fläche 2. Grades die 
Punkte und Geraden einander zugeordnet, indem jedem Punkte die 
Gerade der Ebene entspricht, die auf seiner Polarebene liegt. Jeder 
Punkt und die ihm entsprechende Gerade sind Pol und Polare in 
bezug auf die Schnittkurve der Ebene mit der Fläche, mag diese 
Kurve reell oder imaginär sein. Kennt man ein Paar konjugierter 
Durchmesser dieser Kurve und auf ihnen die Involutionen harmo- 
nischer Pole, so ist sie bestimmt. Diese Involutionen können durch 
ein beliebiges Punktepaar gegeben sein, da der Mittelpunkt der 
Kurve zugleich ihr Mittelpunkt ist. ' Wählt man dasjenige Punkte- 
paar einer Involution, dessen Punkte vom Mittelpunkt gleichen Ab- 
stand haben, so fallen entweder beide Punkte zusammen und bilden 
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Sind J^ A, 



einen der beiden reellen Doppelpunkte; dann wird der Durchmesser 
von zwei reellen Punkten der Kurve begrenzt und soll kurz 
reeller Durchmesser heißen. Oder es liegen die beiden Punkte 
auf verschiedenen Seiten des Mittelpunktes; dann trägt der Durch- 
messer keine reellen Kurven- 
punkte und soll kurz ima- 
ginärer Durchmesser 
heißen; die beiden Punkte 
nennen wir dieGleichpunkte 
der Involution. InFig. 110 
seien a und b zwei kon- 
jugierte Durchmesser, 
und es sei OA^^OA^, OB^ 
= OB^. Sind A^A^, B^B^ 
reelle Durchmesser, so ist 
Fig. 110. die Kurve eine Ellipse durch 

ihre Endpunkte A^, J^, B^, B^, 
2, B^B^ imaginäre Durchmesser, so ist die Kurve ima- 
ginär; A^A^ und ebenso B^^B^ sind harmonische Pole von ihr. Ein 
beliebiger reeller Durchmesser C\C^ jener Ellipse ist zugleich imagi- 
närer Durchmesser dieser imaginären Kurve, d. h. C^, C^ sind har- 
monische Pole von ihr; es folgt das unmittelbar aus dem, was über 
die Ähnlichkeit beider Kurven gesagt wurde. 

Ist Ay^A^ ein reeller, B^B^ ein imaginärer Durchmesser, so 
ist die Kurve eine Hyperbel, die durch A^, A^ geht und B^, B^ 
zu harmonischen Polen hat. Ihre Asymptoten bilden die Diagonalen 
eines Parallelogrammes JKLM, dessen Seiten zu jenen Durchmessern 
parallel sind und von ihnen halbiert werden. Denn die Asymptoten 
berühren die Hyperbel im Unendlichen, jeder Punkt einer Asymptote 
ist also harmonischer Pol zu ihrem unendlich fernen Punkte. Nun 
ist aber MB^ die Polare von B^ und MA^ die Polare von A^, also 
Jf der Pol von A^B^, und somit sind M und der unendlich ferne 
Punkt von OM harmonische Pole. Ist A^^A^ ein imaginärer, B^B^ 
ein reeller Durchmesser, so ist die Kurve eine Hyperbel, die 
durch B^, B^ geht und A^, A^ zu harmonischen Polen hat. Die 
Asymptoten dieser Hyperbel sind die nämlichen, wie bei der vorigen. 
Ein beliebiger reeller Durchmesser dieser Hyperbel mit den End- 
punkten C|, Cg ist ein imaginärer Durchmesser von jener Hyperbel, 
und C|, C^ sind harmonische Pole von ihr. 

313. Zu jedem Kegelschnitte gehört demnach ein anderer in 
der Weise, daß jeder reelle Durchmesser des einen ein imaginärer 
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Durchmesser des anderen ist, und daß die Endpunkte jedes reellen 
Durchmessers des einen für den anderen Kegelschnitt harmonische 
Pole — Gleichpunkte — sind. Dieses Resultat läßt sich ersichtlich 
direkt auf die Fläche 2. Grades übertragen. Sind XX^, YY^, ZZ^ 
drei konjugierte reelle Durchmesser, so ist die zugehörige Fläche ein 
EUipsoid; sind dagegen XXj, YY^, ZZ^ drei konjugierte imaginäre 
Durchmesser, so ist die zugehörige Fläche imaginär, die Gkich- 
punkte X, X^ u. s. w. sind harmonische Pole von ihr. Die Endpunkte 
eines jeden Durchmessers der ersten Fläche sind harmonische Pole, 
nämlich Gleichpunkte, der zweiten. Sind XXj, YY^, ^Z^ drei kon- 
jugierte Durchmesser, und sind die ersten beiden reell, der letzte 
imaginär, so ist die zugehörige Fläche ein einschaliges Hyperboloid; 
sind dagegen die beiden ersten Durchmesser imaginär, der letzte 
reell, so ist die zugehörige Fläche ein zweischaliges Hyperboloid. 
Beide Hyperboloide haben den gleichen Asymptotenkegel; die End- 
punkte eines jeden reellen Durchmessers der einen Fläche sind 
harmonische Pole, nämlich Gleichpunkte, der anderen. 

318. Von einem einschaligen Hyperboloid soll der 
scheinbare Umriß in einer Projektionsebene konstruiert 
werden, wenn man die Projektionen von drei konjugierten 
Durchmessern auf diese Ebene kennt. Zunächst ist zu be- 
merken, daß die Projektion eine orthogonale oder schiefe sein kann, 
die Konstruktion bleibt die gleiche. X^ X und Y^ Y seien die beiden 
reellen Durchmesser, Z^Z der imaginäre (Fig. 111), so daß Z^, Z 
die Gleichpunkte einer Involution harmonischer Pole der Fläche 
und also selbst harmonische Pole sind. Wir zeichnen zunächst auf 
der Ellipse i' mit den konjugierten Durchmessern X'X\ und Y'Y^ 
die beiden. Punkte Ä', B' des Umrisses, was ganz wie in 209 ge- 
schieht. Man ziehe Y'O^ ±_ O'X' und mache es gleich O'X', be- 
schreibe um Oq mit dem Eadius Y'O^ den Kreis i^, der zu i affin 
ist, und bestimme auf ihm die Punkte E^ und A^, so daß E^ 0^ JL Aq Oq 
ist \md EqOq die Gerade O'Z' in dem Punkte i2 schneidet, der auf 
der Achse SY'S der Affinität liegt. Die zu E^, Ä^ affinen Punkte 
E', ä' sind die Endpunkte zweier .konjugierter Halbmesser von i-^ 
und zwar ist Ä' ein Punkt des gesuchten Umrisses u', da die Tan-» 
gente von i' in Ä' zu 0' Z' parallel ist. 

OEy QA, OZ sind drei konjugierte Halbmesser unserer Fläche; 
OE und OZ bilden zwei konjugierte — einen reellen und einen ima- 
ginären — Halbmesser einer Hyperbel ä, die unserer Fläche an- 
gehört und sich als Gerade projiziert. Die Punkte des wahren 
Umrisses auf dieser Hyperbel sind hier imaginär; sie liegen auf 
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dem zur Projektionsrichtung konjugierten Durchmesser und bilden 
die Doppelpunkte der Involution harmonischer Pole auf ihm. Nun 
gilt der Satz: Projiziert man zwei konjugierte Halbmesser 
einer Hyperbel in beliebiger Richtung auf eine Gerade in 
ihrer Ebene, und macht diese Projektionen zur Hypo- 
tenuse und einen Kathete eines rechtwinkligen Dreiecks, 
so ist seine andere Kathete gleich der Projektion des 
Halbmessers, der zur Projektionsrichtung konjugiert ist. 
Dieser Satz liefert uns die Projektion 0' C == 0' B' des imaginären 





^y/ ^^JY /^^ 



.^^-'-'' 



Fig. 111. 

Durchmessers von w', der zu 0' A' konjugiert ist, da ja jeder Durch- 
messer von k zu 0^ konjugiert ist {0' Z' Hypotenuse, 0' E' die eine 
und O'C die andere Kathete eines rechtwinkligen Dreiecks). Aus 
den konjugierten Durchmessern A' B' und CD' können die Asym- 
ptoten von Uy sowie u selbst gezeichnet werden. 

Zum Beweise des voranstehenden Satzes benutzen wir Fig. 110, 
indem wir die konjugierten Halbmesser OE und OZ von k in 
der Richtung B^B^ auf den dazu konjugierten Durchmesser A^A^ 
projizieren. Machen wir ZU ^ ZV= OE und UZF\\OE, so sind 
OU und OF die Asymptoten von k. Sind Z^, U^, V^ die Pro- 
jektionen von Z, U, V auf A^A^ [UU^ \\ FF^ \\ZZ^ \\ B^B^), so gilt die 
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Eelation: OV.OU ^ OJ.OM, wenn J und M auf den Asymptoten 
durch die Tangenten in B^ resp. B^ ausgeschnitten werden (/^# B^ B^\ 
Daraus folgt weiter durch Projektion: OU^.OV^ =» {OA^f oder 
[OZ^Y^(Z^ U{)^ = {0A^)\ da U^Z^ -- Z^ F^ ist U^Z^ ist aber gleich 
der Projektion des Halbmessers OU, so daß in' der Tat die Pro- 
jektionen von OB und OZ Hypotenuse und Kathete eines Dreiecks 
sind, dessen andere Kathete OJ^ ist. Damit ist jener Satz für die 
Projektionen auf AiA^ bewiesen und gilt folglich auch flir die Pro- 
jektionen auf jede andere Gerade der Ebene, da die letzteren den 
ersteren proportional sind. Offenbar stellt in dem genannten recht- 
winkligen Dreieck eine Kathete die Projektion eines reellen, die 
andere die eines imaginären Halbmessers dar. 

Soll in gleicher Weise, wie vorher beim einschaligen, beim 
zweischaligen Hyperboloid der Umriß gefunden werden, so 
legen wir wieder die Durchmesser X^J, Y^Y, Z^Z zu gründe (Fig. 111), 
nur soll jetzt Z^Z der reelle Durchmesser sein, während die beiden 
anderen imaginär sind. Konstruieren wir ganz wie vorher die Durch- 
messer Ä'B' und CD', so ist A'B' ein imaginärer, aber CD' der 
ihm konjugierte reelle Durchmesser des scheinbaren Umrisses v' 
unserer Fläche. Denn die Ebene des wahren Umrisses v ist die der 
Projektionsrichtung konjugierte Diametralebene, ihre Schnittlinie AB 
mit OXY ist der Diametralebene konjugiert, die durch OZ parallel 
zur Projektionsrichtung geht. Demnach ist A'B' der^ zur Eichtung 
O'Z' konjugierte Durchmesser von T; aber er ist hier imaginär. Alle 
zu AB konjugierten Durchmesser der Fläche liegen in der zur Pro- 
jektionsrichtung parallelen Ebene durch OZ, ihre Projektionen fallen 
also auf O'Z'; in dieser Ebene wird der zur Projektionsrichtung 
konjugierte Durchmesser CD genau so bestimmt wie vorher, so daß 
CD' der zu A'B' konjugierte, hier aber reelle Durchmesser des 
Umrisses v' wird. 

314. Gegeben seien drei nach Länge und Richtung 
beliebige Strecken OA^ OB^, 0C^\ man soll eine Kugel und 
drei zueinander rechtwinklige Eadien OAy OB, OC von ihr 
so bestimmen, daß bei passend gewählter Projektions- 
richtung derenProjektionen sichmitdengegebenenStrecken 
decken.^®) Den ersten Schritt zur Lösung imserer Aufgabe tun wir, 
indem wir den scheinbaren Umriß u^ einer Fläche aufsuchen, für 
die 0A^9 OB^j OC^ die schiefen Projektionen dreier konjugierter 
Durchmesser darstellen (Fig. 112). Die Konstruktion von «^ können 
wir ganz in der gleichen Weise ausführen, wie das in 209 Fig. 107 
geschehen ist. Die Ellipse i mit den konjugierten Halbmessern OA 
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und OB liegt auf unserer Fläche, während OA^ und OB^ konjugierte . 
Halbmesser ihrer schiefen Projektion i^ sind. Von i^ zeichnen wir 
femer zwei konjugierte Halbmesser OB^ und OB^, von denen der 
erstere der Eichtung nach mit OC^ zusammenfällt. Dann ist OB^ 

ein Halbmesser Ton u]; der 
zu ihm konjugierte Halb- 
messer OF^ fällt ebenfalls 
in die Eichtung von OC^, und 
seine Länge ergibt sich als 
Hypotenuse eines rechtwink- 
ligen Dreiecks mit den 
Katheten OC^ und OD^. Da- 
mit kennt man zwei konju- 
gierte Halbmesser OB^ und 
OF^ der Ellipse u^, und 
kann nach 22 Bd. I ihre 
Halbachsen OJ und OK^ 
finden. 

Soll nun u^ der schein- 
bare Umriß einer Eugel mit 
dem Mittelpunkt sein, so 
muß ihr Spurkreis k in der 
Projektionsebene TT die El- 
Fig. 112. lipse u^ in den Endpunkten J 

und H ihrer kleinen Achse 
berühren. Der wahre Umriß u dieser Kugel liegt in einer Ebene, die 
JE zur Spurlinie hat und auf der Projektionsrichtung senkrecht 
steht Eine im Punkt auf JH senkrecht stehende Ebene enthält 
den zu 0/ normalen Eadius OK des Umrißkreises u und die große 
Halbachse OK^ von u^, Soll OK^ die schiefe Projektion von OK 
sein, so ist KK^ ein projizierender Strahl und muß auf der Ebene 
von M, also auch auf OK senkrecht stehen. Legt man also K um 
OK^ nach K^ in TT um, so ist K^ der Berührungspunkt der von 
K^ an Ä gelegten Tangente (OiC^ JL Z^JfJ, und ^KfiK^=^B ist 
der Neigungswinkel der Ebene des Umrisses u gegen die Projektions- 
ebene. Lotet man nach K^ auf OK^, so erhält man in K' die 
orthogonale Projektion von K. Zieht man femer durch E^ und F^ 
projizierende Strahlen, so gelangt man zu den Punkten B und J^ 
auf m; da aber OB^, OF^ konjugierte Halbmesser von u^ sind, so 
sind OB und OF rechtwinklige Eadien des Kreises w. Li der Figur 
sind die orthogonalen Projektionen B\ F' von E und F gezeichnet; 
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ßie ergeben sich durch Affinität, wobei JE die Achse und K^, K' 
zwei entsprechende Punkte sind {ß^W || F^F || R^K\ E^K^ x E' K' und 
F^K^ X FK' auf JE). 

Nun legen wir durch OF^ als Spurlinie eine Ebene parallel zur 
Projektionsrichtung; sie wird die Kugel in einem £j:eise / schneiden, 
dessen schiefe Projektion l^ in. die Gerade OF^ fäUt Ziehen wir 
aber durch C^ und D^ projizierende Strahlen, so schneiden sie den 
Kreis / in zwei Punkten G und D derart, daß die Eadien OC und 
OD rechtwinklig zueinander sind. Denn gemäß der Konstruktion 
besteht die Eelation: (OFf = {OCf + {0D;)^\ nach dem Satz in 209 
werden also 0(7, und OB^ die schiefen Projektionen zweier kon- 
jugierter, d. h. rechtwinkliger Radien, OC und OD von / darstellen, 
da F^ ein Endpunkt der geradlinigen Projektion /, von i ist. Hier 
ist noch hervorzuheben, daß die projizierenden Strahlen durch C^ 
und D^ den Kreis Z in je zwei Punkten schneiden; auf dem ersten 
Strahl darf man einen der beiden Schnittpunkte noch beliebig 
als Punkt C auswählen; der Punkt D auf dem zweiten bestimmt 
sich dann durch die Bedingung OD±OC. Hieraus folgt, daß 
unsere Aufgabe eine doppelte Lösung zuläßt, falls sie überhaupt 
lösbar ist; ihre Lösbarkeit geht aber aus der weiteren Betracht 
tung hervor. 

In der Figur ist nur eine Lösung angegeben; die orthogonalen 
Projektionen C, D', F' von C, D, F ergeben sich durch folgende 
Überlegung. Legt man den Kreis / mit den Punkten C, i>, F um 
die Spurlinie OF^ um, so fällt l^ mit k zusammen, und die um- 
gelegten Punkte C,, J9^, F^ liegen auf k. Weil aber der Strahl F^F 
den Kreis Z in ^ berührt, muß F^F^ den Kreis k in F^ berühren, 
und es ist CjD^\\D^D^\\F^F^\ hieraus findet man sofort C\ D\ F, 
denn es ist Cß' \\ D^D' \\ FJ' X OF^ und Cfi' \\ D^D' \\ F,F \\ K^K'. 

Jetzt betrachten wir die drei Badien OC, OD, 0E\ jeder von 
ihnen steht auf den beiden andern senkrecht. Denn Oj& ist normal 
zur Ebene des Kreises l, da. OE als Radius von u zur Projektions- 
richtung senkrecht ist, und wie oben gezeigt OE und OF recht- 
winklig sind; folglich ist OE normal zu den Eadien OC und OD 
von Z, die ihrerseits rechtwinklig sind. Somit sind OD und OE 
rechtwinklige Eadien eines Kugelkreises i; seine schiefe Projektion 
ist eine Ellipse mit den konjugierten Halbmessern OD^ und OE^, 
also nichts anderes als die Ellipse i,. Zieht man nun durch A^ 
und B^ projizierende Strahlen, so treffen sie i in zwei Punkten A 
und £; weil jedoch OA^, OB^ konjugierte Halbmesser von i, sind, 
so sind OAy OB rechtwinklige Eadien des Kreises i. Wir sind so- 

12* 
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nach zu drei rechtwinkligen Kugelradien OÄ, OBy OC gelangt, deren 
schiefe Projektionen die gegebenen Strecken OA^y OB^ OC^ sind. 

Um noch die räumliche Lage von OA und Ö-ff zu fixieren, be- 
stimmen wir die orthogonalen Projektionen Ä' und B' von A und B. 
Zu diesem Zwecke legen wir die Ebene des Ejreises i um ihre Spur- 
linie p um; diese muß auf OC senkrecht stehen, sie muß auch den 
Spurpunkt M'D' x B^D^ von ED enthalten. Bei dieser ümlegung 
geht i in den Kreis k über und E in den Punkt E^ von k {E'E^±p). 
Nun sind i^ imd k affin, p ist die Achse der Affinität, E^ und E^ 
sind ein Paar entsprechender Punkte. Dadurch erhält man A^ und 
^« auf Ä (^,^o||j5^^o|| jgf^jro) gQ^e ^' ^j^^ jg^ (A'A^\\B\B'' ±p, 

A^A' II B^B' II K^Ky Eine Kontrolle besteht noch darin, daß OA^ X OB^ 
sein muß. Für die Konstruktion sind eine Eeihe von Punkten, die 
in der Figur eingezeichnet sind, nicht nötig und können weggelassen 
werden. 

Von Pohlke rührt der folgende Satz her, der seinen Namen 
trägt: Drei nach Länge und Richtung beliebig vorgegebene 
Strecken OA^y OB^, OC^ können stets als schiefe Parallel- 
projektionen dreier von einer Ecke ausgehender Würfel- 
kanten angesehen werden. Wir haben hier nicht nur einen 
Beweis für diesen Satz erbracht, sondern auch die Würfelkanten OA, 
OB, OC selbst nach Lage und Länge konstruiert. Der Pohlke'sche 
Satz ist von fundamentaler Bedeutung für die- Axonometrie (siehe 
n. Bd.), die geradezu auf ihm basiert. 

315. Die Eigenschattengrenze eines Ellipsoides zu 
finden, wenn sein scheinbarer Umriß in einer Projektions- 
ebene und der Schatten eines Punktes der Fläche auf die 
Umrißebene gegeben ist. Der wahre Umriß sei m, seine Projek- 
tion u' sei durch zwei konjugierte Durchmesser A'B' und CD' ge- 
geben; außerdem sei P', die Projektion eines Punktes des Ellipsoides, 
sowie sein Schatten P^ auf die Ebene des Umrisses in der Projek- 
tion P/ bekannt (Fig. 113). Die Projektionsrichtung mag hierbei 
orthogonal oder schief zur Projektionsebene sein; es übt das auf die 
Konstruktion keinen Einfluß. Wir suchen zunächst einen zu u affinen 
Ejreis Uq mit dem Mittelpunkte Oq und dem Eadius O^A' « O'C 
[OqA' X C'D'\ BST sei die Tangente von «^ und «' in A'. Der zur 
Projektionsrichtung parallele Halbmesser des Ellipsoides sei OZ, so 
daß OZ, OA, OC drei konjugierte Halbmesser desselben sind; femer 
sei Q der Schnittpunkt von PP' mit der Ebene des Umrisses w. 
Kennen wir den Durchstoßpunkt N von ZP mit der Umrißebene, so 
liegt der Schatten von Z auf diese Ebene auf P^i\^ (^'^/ 1| P'P^', Z; 
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auf I/'P^) und ist damit gefunden. Verlängern wir aber ZO bis Z^ 
und FQ bis P^ {ZO « OZ^, PQ\\ QP^), so sind die Punkte 1/ ^ ZP 
X Z^Pj und Jlf = ZPj^ X Z^P harmonische Pole unserer Fläche, und 
da ZZ^ der zur Umrißebene konjugierte Durchmesser ist, so liegen JV 
und M in dieser Ebene. N und M sind hiernach harmonische Pole 
von u und teilen OQ harmonisch, demgemäß sind N' und M har- 
monische Pole von u und teilen O'Q' harmonisch. Wir schneiden 
deshalb O'P' mit R8 in T, ziehen die affine Gerade O^T und be- 
stimmen darauf Pq [PqP'\[ O^Oy^ die Verbindungslinie der Punkte 7, 
K von «^ (/OJIZP^ JL O^T) trifft dann OJ in JV;, und der affine 
Punkt N' auf O'T {N^N'\\ 0^0") ist der gesuchte Punkt Denn wird 





y 
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Fig. 113. 

O^P^ durch iV^ und einen weiteren Punkt JM^ harmonisch geteilt, so 
sind Nq und M^ zugleich harmonische Pole von Uq, 

Somit ist uns jetzt außer dem Umriß u auch die Projektion 
O'Z^ des Schattens OZ^ von dem zu u konjugierten Halbmesser OZ 
auf die Umrißebene bekannt. Die Projektion t?' der Eigenschatten- 
grenze V ergibt sich nun aus folgender Überlegung. Die Kurve v 
schneidet u in den beiden Punkten X und -Z^, deren Tangential- 
ebenen zu ZOZ^ parallel sind; XX^ ist also der zu F konjugierte 
Durchmesser von u, wenn 7 = m x OZ.j^ ist. Zum Halbmesser O'Y' 
von u' ist der Halbmesser O^T^ von u^ affin [S =^ O'T x O^T^y 7^ 
auf M^, r^r II O^OO; dem Halbmesser OT ist der Halbmesser O'X' 
konjugiert (I^ auf «„ O^Xo JL Oo^o, 0,X, x O'T^P, X^X'\\ O^Oy 
Um nun noch den zu O'X' konjugierten Halbmesser O'V von v' zu 
konstruieren, bedenken wir, daß OF in der Ebene ZOZ^ liegt. Diese 
Ebene schneidet das EUipsoid in einer Kurve ä, die sich als Gerade 
projiziert, und Y ist derjenige Punkt von ä, dessen Tangente der 
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Lichtrichtung ZZ^ parallel ist Projiziert man aber die konjugierten 
Halbmesser OZ und OT von k in der Eichtung ZZ^^ auf die Ebene 
von u, und macht man ihre Projektionen OZ^ und OT zu Katheten 
eines rechtwinkligen Dreiecks^ so ist nach dem Satze in 213 der 
Schatten OF^, von OT auf die ümrißebene gleich der Hypotenuse 
dieses Dreiecks {Z;Wi,Z;0',.Z^ If ^ 0'Y\ V^O' == WO'). Da VF^ 
die Fläche in F berührt und Fr\\OZ ist, so ist F^ der Pol von 
FF' in bezug auf A, und folglich sind F^ und V harmonische Pole 
von u' und daraus ergibt sich F'. 

Der Schlagschatten des Ellipsoides auf die Projektionsebene 
hat die Schatten von OX und OF^ zu konjugierten Halbmessern. 

Die Abänderung, die unsere Konstruktion im Falle eines Hyper- 
boloides erfährt, ist nach den Erörterungen in 213 leicht anzugeben. 
In Fig. 121 ist der Eigen- und Schlagschatten eines Hyperboloides 
gezeichnet, dessen Achsen den Projektionsebenen parallel sind. 

216. Von einem Punkte P aus an ein zweischaliges 
Hyperboloid einen Tangentialkegel zu legen und seine 
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Fig. 114. 

Berührungskurve u zu zeichnen. Von dem Hyperboloid mit 
dem Mittelpunkte seien drei konjugierte Durchmesser durch eine 
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Projektion gegeben, A'J^' sei die des reellen, B'By^ und C'C/ seien 
die der beiden imaginären Durchmesser (Fig. 114). P sei auf einer 
Parallelen zu ÄJ^ gegeben, die die Ebene OBCin Q trifft. Durch P 
legen wir Ebenen parallel zu OAB, OBC, OCA, die CC^ resp* AA^ 
resp. BB^ in den Punkten £ resp. «/' resp. JST schneiden (Z'Q'||C'Cj'> 
i'Q'll^'JS/, J'P'WO'Q'); bestimmen wir nun zu /, K, L die har- 
monischen Pole e/j resp. K^ resp. L^ auf den bezüglichen Durch- 
messern, so ist J^K^L^ die Polarebene von P und enthält die Be- 
rührungskurve u des Tangentialkegels aus P. J und J^ liegen als 
harmonische Pole eines reellen Durchmessers auf der nämlichen 
Seite von 0, während LL^ und KK^ durch getrennt werden als 
harmonische Pole imaginärer Durchmesser {0' J' . 0' J^ = [0' A'fy 
O'K' .O'K^ = [O'BJ, 0'L\0'L^ = (0'C')2). 

Unsere Aufgabe ist somit zurückgeführt auf die folgende: Ein 
zweischaliges Hyperboloid mit einer Ebene zu schneiden, 
die drei konjugierte %Durchmesser AA^y BB^, CC^ desselben 
respektive in J^, K^, L^ trifft. Diese Ebene schneidet OBC in 
A'jZj und OAP in e/jJV, wenn N ^ K^L^ x QO ist; die Gerade PO 
trifft dieselbe — als Polarebene von P — im Mittelpunkte M der 
gesuchten Kurve u {M' =^ P'O' x JiN'\ Die Diametralebene OAP 
halbiert alle zu K^L^ parallelen Sehnen der Fläche, denn K-^L^ ist 
die harmonische Polare zu PQ in bezug auf die Fläche. Dem- 
nach ist der zu MJ^ konjugierte Durchmesser von u zu K^L^ 
parallel. 

Es erübrigt noch die Endpunkte dieser konjugierten Durch- 
messer zu bestimmen. Da die Polarebene von J^ durch PJ geht, 
so sind J^ und E = PJ x MJ^ harmonische Pole von u\ daraus er- 
gibt sich der Durchmesser Z'X/ von u' {M' J^ . M' F =^ [M X')^). 
Man könnte auch davon Gebrauch machen, daß die Polarebene 
von N durch PQ geht und daß also N und F=^ PQ X MJ^ har- 
monische Pole von u sind; dann würde sich X' aus MN' .MF* 
= {M X'"f ergeben. Die Polarebene von L^ geht durch LQ und ist 
zu OAB parallel, sie schneidet die Ebene von u in BFy wenn 
I) =i LQ X L^K^ ist; DF i^i also die Polare von L^ in bezug auf?/. 
Die Polare von U in bezug auf u, wo MH \\ L^K^ und H = MHx FD 
ist, geht durch L^ und ist zu MJ^ parallel, folglich sind E und 
G = Z^G X MH[L^ G II MJ^) harmonische Pole von u. Der imaginäre 
Durchmesser TY^ von u bestimmt sich hiemach aus: MG'.M R' 
= [M'T'f. Aus den beiden Durchmessern X'X^' und Y'T^ zeichnet 
man dann die Asymptoten von u und schließlich u selbst. 

Sind außer den Projektionen A' A^y B' B^\ C'C^ der drei kon- 
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jugierten Durchmesser der Fläche nur die Schnittpunkte J^, K^, L^ 
einer Ebene mit diesen Durchmessern durch ihre Projektionen ge- 
geben, so zeichne man zunächst K' und i' {O'K'.O'K^ ^{O'B'f 
und O'L'.O'L^ ^[O'Cf) und ziehe L'Q'WO'K' und K'Q'WOT, 
dann findet man N' « q'O'xL^K^^ Sucht man nun J' {O'J'.O'J^ 
-^{O'Ay) und zieht FJ'\\Q'0' und P'Q'\\J'0', so erhält man 
JTm P'O' X iV^/i'. Endlich ergeben sich die Längen der Durch- 
messer von u' aus MN'.MT ^ {O'Xy. und MG\M'H' = {M'T)\ 
wenn F - iVV/ x P'Q', i>' - X/Jf/ x Q'X', Ö' J[f 'fi' || L^'K^\ 
W auf ^'i)' und G'h(\N'J( ist. 

S17. In einem Punkte eines EUipsoides die Tangen- 
tialebene zu konstruieren. Von der Fläche seien drei kon- 
jugierte Durchmesser in einer 
Projektion A'A^, B'B{, CC^ 
gegeben (Fig. 115); eine zu CC^ 
parallele Sehne durch den 
Punkt q der Ebene OAB wird 
die Fläche in zwei Punkten P 
\md Pj schneiden, deren Tangen- 
tialebenen wir bestimmen wollen. 
Diese Tangentialebenen müssen 
durch die harmonische Polare 
EG von PPj gehen; da aber 
PPj II CCj ist, so liegt BG in 
OAB und ist die Polare von 
Q in bezug auf die Ellipse mit 
den konjugierten Durchmessern 
Fig. 115. AA^, BB^ {[0'B'f^O'l)\0'E\ 

[O'Ay^O'F.O'G', q'B'\\A'0\ 
q'F\\B'Oy Der Pol der Ebene EGG liegt einerseits auf PP^ 
und andererseits in der Tangentialebene des Punktes 0, die zu 0.4^ 
parallel ist, d. h. J ist dieser Pol, wenn CJ?# OF und ir/# FQ 
ist. Da nun die Ebene EGG die Gerade PP^ in K schneidet 
(iS' ^ G'G' X E'F, B' =x G'W x Q'P', K' = P^P( x B'8'), so sind I 
und K harmonische Pole des EUipsoides und P, Pj ergeben sich 
aus der Relation: [QPf = {QP^f = Q/. QK. Die Projektionen dieser 
Punkte genügen einer gleichen Relation und können mit ihrer Hilfe 
gezeichnet werden. Die Tangentialebenen EGP resp. EGP^ ent- 
halten die Geraden BP resp. ÄPp welche die Ebene OACvaM 
resp. N treffen [HT « Ä'P' x F H\ N' = Ä'P/ x FH\ so daß öilf 
resp. GN die Spuren der Tangentialebenen in GAG sind. 
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318. Durch eine Gerade die beiden Tangentialebenen 
^n ein einschaliges Hyperboloid zu legen. Von dem Hyper- 
boloide seien drei konjugierte Durchmesser in einer Projektion ge- 
geben, nämlich Ä' A^', B'B^, G'C^ — die ersteren reell, der letzlere 
imaginär — außerdem mag die Gerade die Ebenen OAB und OBG 
i.n B resp. E schneiden (Fig. 116). Der Kürze halber bezeichnen 
^wir die Ebenen OAB und OBG mit V resp. A. Die Polarebene 
von B hat in V die Spur JK (i^'i^/ftOV/; J', // teUen A' A^ 
^n<f Ä'', K^ teilen B' B^' harmonisch) und in A die Spur KG\\CCy^\ 
die Polarebene von E hat in A die Spur LM (E'L^ # 0'M^\ L% L( 
teilen ^'if/ harmonisch, {O'G'f^ O'M .O'M^) und in V die Spur 

D 




'^iU^' 



Fig. 116. 

LE\AAy Die Schnittlinie QH beider Ebenen ist demnach die 
harmonische oder konjugierte Polare zu DE (Ö' « L'M x K' G\ 
E' ^TK' X L'E'), sie trägt also die Berührungspunkte der beiden 
Tangentialebenen durch die Gerade DE. Umgekehrt trägt DE diQ 
Berührungspunkte der beiden Tangentialebenen durch GE. Um die 
Berührungspunkte X und T der gesuchten Tangentialebenen oder, 
was dasselbe ist, die Schnittpunkte von öiTmit der Fläche zu finden, 
bedenken wir erstens, daß die Ebene DEO die Sehne XY halbiert. 
Der Mittelpunkt iV^von XZliegt also auf der Schnittlinie der Ebenen 
DEO und EKG, deren Spurpunkte in A und T resp. 8 und T sind 
(Ä' == E'O' X K'G', r « D'O' X K'E% N' « S'T x G'E^ Zweitens 
bemerken wir, daß die Polarebene von E die Ebene DEL^ ist, daß 
also E und Q = DEL^ x EG harmonische Pole unserer Fläche sind 
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{Wr xD'L^ ^ F, Fq'WCC^). Daraus folgt ' die Eelation: 
[N'X'f =. {N'YJ = N'H'.N'Q', die uns die Punkte r und 7' Hefert 

Analog kann man die Schnittpunkte Z, W Ton BB mit dem 
Hyperboloide finden, die zugleich die Berührungspunkte der Tangen- 
tialebenen durch GR sind. Der Mittelpunkt F von ZW liegt auf 
der Geraden NO, D und R ^ DE x PQ sind harmonische Pole 
der Fläche, da die Polarebene von ß durch JK geht und zu CC^ 
parallel ist, also PQR enthält. Die Eelation: [FZ'f^{FWy 
^FB'.Fiy ergibt die gesuchten Punkte. 

319. Von einer Fläche 2. Grades sind der scheinbare 
umriß u' und drei ihrer Punkte durch eine Projektion, etwa 
Ä^ By C\ gegeben; man soll die Projektion c des Kegel- 
schnittes c zeichnen, der auf der Fläche liegt und durch die 
drei gegebenen Punkte geht. Zunächst ist zu zeigen, daß die Auf- 
gabe nach Wahl von ii, A', F, C völlig bestimmt ist. Wir ziehen 
zu diesem Zwecke die zur Projektionsrichtung parallelen Sehnen ÄJ^, 
BB^y CC^y die durch die Umrißebene in A^y B^, Cq halbiert werden. 
Dann liegen die Schnittpunkte Jq ^ AB x A^B^, Kq =^ AB^ x A^B, 
Z^^BCx B^C^y M^ = BC^ X B^C, P^ = CA x C^A^, Q^ = CA^ X C^^ 
in der Umrißebene ; sie bilden die drei Paar Gegenecken eines Vier- 
seites, dessen Diagonalen ^qBq, B^Cq und C^J^ sind. J^y K^ sind 
einerseits harmonische Pole der Fläche und also auch von m, anderer- 
seits liegen sie zu A^y B^ harmonisch; sie können also konstruiert 
werden, sobald man m, Aq und B^ kennt. Ebenso kann man Z^, M^, 
sowie P^y Qq zeichnen, wenn u, Aq, Bq und C^ bekannt sind. Die 
Ebene ABC schneidet die Umrißebene in /qZ^^P^; die Kurve c durch 
Ay B und C geht demnach durch die Schnittpunkte S und T von u 
mit der Geraden J^L^P^, Proji:äert man c in der ursprünglichen 
Projektionsrichtung auf die Umrißebene, so geht diese Projektion 
durch Aq} Bq, C^ und berührt u in 8 und T. Projiziert man sie in 
der gleichen Richtung auf die Projektionsebene, so erhält man die 
Kurve c', die durch A', F, C geht und u in zwei Punkten S' und T 
berührt Die Gerade S'T geht durch die Punkte /', F, P', und zwar 
liegen /', K' harmonisch zu Ä, F und u\ ebenso liegen F, M har- 
monisch zu P', C und u'y sowie P', Q' harmonisch zu C, Ä und ii. 
Dadurch sind aber diese Punkte völlig bestimmt und damit auch 
S', T und c. 

Äy Fy C sind aber die Projektionen je zweier Flächenpunkte 
A, A^, resp. P, Pj, resp. £7, Cj, so daß man im ganzen auf der 
Fläche acht Kurven erhält, die je einen der Punkte Ay A^ und P, P^ 
und C, Cj enthalten. Je zwei dieser Kurven, z. B. die Kurven durch 
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ABC resp. J^B^C^, haben die gleiche Projektioiu Es gibt deshalb 
im ganzen vier Kurven durch A', B", C\ welche u je zweimal be- 
rühren; die Berührungspunkte von m' mit diesen Kurven liegen 
respektive auf den Geraden: /'X'P', J'Mq\ LR'q, FK'M. 

Unsere Aufgabe deckt sich demnach mit der folgenden: Einen 
Kegelschnitt zu zeichnen, der durch drei gegebene Punkte 
geht und einen gegebenen Kegelschnitt zweimal berührt 
Wir wollen dieselbe in der Weise lösen, daß wir uns der Fläche 
2. Grades bedienen; die Lösung selbst ist durch das Vorangehende 
schon im wesentlichen skizziert. Es mag noch bemerkt werden, 
daß eine reelle Lösung nur möglich ist, wenn die gegebenen drei 
Punkte alle zugleich innerhalb oder zugleich außerhalb des gegebenen 
Kegelschnittes liegen. Denn von zwei sich zweimal berührenden 
Kegelschnitten, mögen die Berührungspunkte reell oder imaginär 
sein, liegt der eine ganz innerhalb des andern. Die Lösung wird 
sich verschieden gestalten je nach der Art der gegebenen Kurve 
und der Lage der gegebenen Punkte — ob innerhalb oder außer- 
halb — da sich hierdurch die Art der in Betracht zu ziehenden 
Fläche ändert. Wir wollen uns hier einige Fälle näher ansehen. 

320. a) Eine Ellipse u' und drei Punkte Ä, F, C im 
Innern derselben sind gegeben, einen Kegelschnitt c' durch 
A', B\ C zu zeichnen, der u' zweimal berührt 

Von der Ellipse u mögen zwei konjugierte Durchmesser XX^ 
und rZj bekannt sein (Fig. 117), dann mache man etwa XX^ zur 
Affinitätsachse und beschreibe über XX^ als Durchmesser den zu u 
affinen Kreis u^ und suche zu A', B\ C die affinen Punkte A^, B^, Cq. 
Eine Ellipse durch A^, B^, Cq, die den Kreis Uq zweimal berührt, 
kann als orthogonale Projektion eines Ej*eises aufgefaßt werden, der 
auf einer Kugel mit u^ als größtem Kreise Hegt. Sind A^, B^ die 
senkrecht über Aq resp. B^ liegenden Punkte der Kugel und A^, B^ 
die dazu symmetrischen [A^Aq ^ A^A^, ^2^0 ~ ^o^s)' ^^ liegen 
auf AqBq zwei Punkte e/j, und K^, in denen sich die Sehnen A^B^^ 
und A^B^ resp. A^B^ und A^B^ schneiden. Um sie zu zeichnen 
ist die Ebene durch A^A^ und B^B^ um A^^B^ umgelegt; die um- 
gelegten Punkte sind ebenso wie die Eaumpunkte bezeichnet, sie 
liegen auf dem Kreise mit dem Durchmesser I)£, -wo DB die durch 
Aq und Bq gehende Sehne von u^ ist Ganz analog findet man auf 
AqCq zwei Punkte L^ und ÄI^, in denen sich die Kugelsehnen A^C^ 
und ^gCj resp. A^C^ und A^C^ schneiden. 

Die Ebene A^B^C^ schneidet die Ebene von u^ in J^I^q, der 
Kugelkreis durch A^, B^, C^ triflft Uq in seinen beiden Schnittpunkten 
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mit /©i^o» seine Projektion geht durch A^y ß^, Cq und berührt u^ 
in den genannten Punkten (sie sind in der Figur imaginär). Der 
Kugelkreis durch J^, B^, C, trifft u^ in 8^ und IJ,/ den Schnittpunkten 
von Uq mit K^M^; seine Projektion geht wieder durch A^, B^, Cq 
und berührt u^^ in 8^ und IJ,. Bestimmt man zu 8q und T^ anf Uq 
die affinen Punkte 8 und T auf «', so gibt es eine Kurve c durch 
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Fig. 117. 



J', ^', C, die m' in 5 und T berührt; hieraus kann man beliebig 
viele Punkte von c zeichnen. Es gibt vier Kurven durch A', B', C", 
die h' zweimal berühren; ihre Berührungspunkte liegen slv$ JL, KM, 
JM, KZ respektive. 

331. Die voranstehende Behandlung des Problems bedarf noch 
nach zwei Richtungen hin einer Ergänzung. Zunächst können zwei 
der gegebenen Punkte konjugiert imaginär sein; es ist dann eine 
Ellipse zu zeichnen, die durch einen reellen und zwei 
konjugiert imaginäre Punkte geht und die Ellipse u zwei- 
mal berührt Genau wie vorher geht man wieder von der Ellipse 
zum affinen Ej-eise über und führt die Konstruktion für diesen 
aus (Fig. 118), Es sei u^ der Kreis, A^ der reelle Punkt; die 
imaginären Punkte mögen auf der Geraden h^ liegen und als Doppel- 
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punkte einer Inyolution definiert sein, der die Punktepaare Dq, JSq 
und Fq, Oq angehören. Es gilt nun nach 78 die beiden Punkte J^ 
und Kq zu finden, die einerseits ein Punktepaar der Involution, 
andererseits ein Paar harmonischer Pole von u^ bilden. Zu diesem 

Zwecke wähle man Q auf u^ jK 

^^ ü *\ 

so, daß QO±ftQ ist; die Ver- jiQ \^, 

bindungslinien von Q mit Dq, ^ ^ / 1-'' \ 
Fq, Fq, Gq schneiden dann Uq in ^""^><4v ^^^N^^. \a 

den Punktepaaren D^, F^ und y->>, ^""^^T^^^CX^ \ 

F^y G^ einer Involution, deren / '''"^^"'-i^t^^^'^LA \ 

Zentrum in N^D^F^xF^G^ J----^^ j^...../ix:^.^^ 

liegt. Die Verbindungslinie von y ' / /\^\ j - /' 

N mit dem Pole H^ von h^ \ //' 'y^ 

schneidet u^ in J^ und K^\ ^ ^ ^ ^ ' /*^ 

dieses Punktepaar gehört erstens ^* / 

der Involution auf dem Kreise . -' 

an und liegt zweitens zu dem *^* 

Punktepaare u^ X h^ harmonisch. QJ^ und QK^ schneiden deshalb 

.aus h^ die gesuchten Punkte J^ und Kq aus. 

Durch «/Jj gibt es nun eine reelle Gerade Ag, auf der die In- 
volution harmonischer Pole in bezug auf die Kugel durch u^ als 
größten Kreis so beschaffen ist, daß ihre Projektion sich mit der 
Involution auf h^ deckt. Um h^ zu zeichnen lege man die senk- 
rechte Ebene h^K^ um h^ in die Zeichenebene um (die umgelegte 
Gerade ist wieder mit h^ bezeichnet). Die Polarebene von J^ geht 
durch Kq und ist normal zur Zeichenebene, sie enthält den Punkt K^ 
von Äj, wenn K^Kq J_ h^ ist; J^ und K^ sind aber harmonische Pole 
der Kugel. Dem unendlich fernen Punkt von h^ gehört als Polar- 
ebene eine zu ä^ senkrechte Ebene durch den Kugelmittelpunkt 
zu. Ist OP das Lot von auf h^ und PM^ das Lot von P auf Äg, 
so ist M^ harmonischer Pol zu dem unendlich fernen Punkte von ä^, 
d. h. Mittelpunkt der Involution harmonischer Pole auf ä^. Seine 
Projektion M^ muß deshalb Mittelpunkt der Involution auf h^ sein, 
d. h. auf QN liegen; denn die Tangente in Q ist zu h^ parallel 
und schneidet h^ in demjenigen Punkte, der in der Involution dem 
Punkte Mq entspricht. Somit läßt sich M^ als Schnittpunkt von 
MqM^ A^\ mit dem Halbkreise über PJ^ konstruieren. Die Gerade 
e/Jjil/j = Äg trägt nach der Konstruktion zwei Paare harmonischer 
Pole, deren Projektionen zwei Punktepaare der Involution auf h^ 
bilden; demnach projiziert sich jedes Paar harmonischer Pole von h^ 
als ein Punktepaar der Involution auf h^. Die Gerade h^ hat also 
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mit der Kugel zwei imaginäxe Punkte gemein, die sich als die 
imaginären Doppelpunkte der auf /t^ gegebenen Involution projizieren. 
Jeder der beiden Punkte J^ und A^ der Kugel, deren Pro- 
jektion Aq ist, bestimmt mit h^ eine Ebene; diese schneiden die 
Kugel in zwei Kurven, deren Projektionen die verlangten Eigen- 
schaften besitzen. Die Spuren J^ Uq und Jq Vq dieser Ebenen 
schneiden u^ in den Punkten, in denen ii^ von den gesuchten 
Kurven berührt wird, wenn U^ und V^ die Spurpunkte der durch 
A^ resp. A^ gezogenen Parallelen zu \ sind. Zur Konstruktion 
lege man U^FqA^A^ um ihre Spur um, so daß ^2 ^4 II ^3 '^ 11^2 
wird {A^Aq =zAqA^^ der halben Kugelsehue, U^A^ F^Wh^, A^A^ ± äJ. 
Benutzt man nun wiederum die Affinität, um von dem Kreise u^ 
und den Geraden Jq Uq und J^ V^ zur Ellipse u und den Geraden 
JU und JV zurückzukehren, so kann man die gesuchten Kurven 
konstruieren, da man von jeder ihre beiden Berührungspunkte mit u 
und den reellen Punkt A' kennt. Offenbar gibt es hier nur zwei 
reelte Lösungen, da man durch K^ keine reellen Geraden ziehen 
kann, die die Kugel in imaginären Punkten schneiden. 

323. Die Konstruktion in 220 bedarf auch noch der Ergänzung, 
wenn die Berührungspunkte von c' mit u konjugiert imaginär sind. 

Die beiden Kurven c und u 
haben einen Pol und seine 
Polare gemeinsam und außer- 
dem auf dieser die Involution 
harmonischer Pole. Ihre reellen 
oder imaginären Doppelpunkte 
sind die gemeinsamen Berüh- 
rungspunkte beider Kurven, 
die zugehörigen Tangenten gehen 
durch den Pol des Trägers der 
Involution. Wir haben also 
die Aufgabe zu lösen: Durch 
einen Punkte' einen Kegel- 
schnitt c zu legen, der mit 
einem anderen Kegel- 
schnitte m einen Pol und seine Polare und auf der letzteren 
die Involution harmonischer Pole gemeinsam hat. Ist in 
Fig. 119 JE? die Polare, so suche man ihren Pol Pin bezug auf« und 
ein Paar harmonischer Pole auf p, etwa Q und Ä. Ein Kreis c^, dem 
auf p die gleiche Involution harmonischer Pole zugehört wie den 
Kurven u und c', kann als perspektiv mit c angesehen werden, wobei 
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p die Achse der Perspektive ist. Jedem Punkte voa p gehört aber 
die nämliche Polare durch P in bezug auf u und c zu, so daß der 
Durchmesser PO von u zugleich Durchmesser von c' ist; er halbiert 
die zu p parallelen Sehnen. Der entsprechende Durchmesser des 
zu c' Perspektiven Ej*eises c^ steht in N =^ px PO auf p senkrecht, 
sein Mittelpunkt jM^ kann beliebig gewählt werden. Zieht mau-S^Ä 
und QL±M^B, so muß QL die Polare von R in bezug auf den 
Kreis c^ sein; demnach ist P^ =^ QZ x M^N der Pol von p bezüg- 
lich Cj, und der Eadius von Cj ist = ^M^P^.M^N . 

Kennt man aber c^, so ergibt sich das Zentrum C der Per- 
spektiven Beziehung zwischen c' und c^ einfach; es ist C^PP^xÄ'J^ 
Denn P und P^ sind entsprechende Punkte und ebenso Ä und Ä^, 
wenn Ä^ auf c^ liegt und ÄP und Ä^P^ sich auf p schneiden. Sind 
J)^, M^ die Endpunkte des Durchmessers M^P^, so liegen die End- 
punkte D', E' des Durchmessers OP von c auf CD^ und CEy Der 
zu B' E' konjugierte Durchmesser F'O' ist zu p parallel und ent- 
spricht der parallelen Sehne F^K^G^ von c^, wenn K^ dem Mittel- 
punkte K' von c entspricht {K^K', F^F, G^ ff gehen durck C). Hier- 
nach ist ein Paar konjugierter Durchmesser von c gefunden. 

a28, b) Eine Ellipse u und drei Punkte Ä', B\ ff außer- 
halb sind gegeben, einen Kegelschnitt c durch die drei 
Punkte zu legen, 
der u zweimal 
berührt. SindXaq 
xmd JTj zwei kon- 
jugierte Durchmes- 
ser von u und ist 
Uq der Kreis über 
dem Durchmesser 
XZj (Fig. 120), so 
betrachte man wie- 



cA- 



^'£ 




der u und u^ als 
affin und suche zu 
Ä\ B', ff die affi- 
nen Punkte A^, B^; 
Cq. Ein Kegel- 
schnitt durch Jq, 

^o> Cq, der u^ Yig. 120. 

zweimal berührt, 

läßt sich als Projektion eines Kegelschnittes auf einem ßotationshyper- 

boloide mit dem Kehlkreise u^ ansehen; die Tangenten von Uq sind 
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die Projektionen der EJrzeugenden des Hyperboloides. Die Polare 
von Aq schneide u^ in L und E, die Polaren von B^ resp. C^ mögen u^ 
in F und G resp. E und N schneiden. Sind nun Ä^y Ä^\ B^, B^\ 
Cg, Cg die Punktepaare auf dem Hyperboloide, deren Projektionen 
in Ä^y Bq, Cq respektive liegen, so liegt der Spurpunkt Jq von Ä^B^ 
auf den Geraden D6, BF und JqBq. Denn A^B ist eine Er- 
zeugende der einen Schar und B^ eine solche der anderen Schar, 
beide liegen in einer Ebene, deren Spur BG ist; ebenso liegen A^B 
und B^F als Erzeugende aus verschiedenen Scharen in einer Ebene 
mit der Spur BF. Jq ist zugleich der Spurpunkt von A^B^. Analog 
ist Kq als gemeinsamer Schnittpunkt von BF, BG und AqBq der 
Spurpunkt der Geraden A^B^ imd A^B^. In gleicherweise finden 
sich der Spurpunkt Zq =^ AqCq x BH x BN von A^C^ und A^C^, 
sowie der Spurpunkt Mq ^ AqCq X BNx EH von A^C^ und A^C^. 

Die Gerade J^L^ ist die gemeinsame Spur der Ebenen A^B^C^ 
und Jg-BgCg; diese schneiden das Hyperboloid in Kurven, deren ge- 
meinsame Projektion durch A^^ Bq und Cq geht und u^ in zwei 
Punkten S^ und T^ berührt, die auf J^Z^ liegen. Geht man von u^ 
wieder zurück zur affinen Kurve u und von J^, Z^, Ä^, T^ zu den 
affinen Punkten /, Z, S, T, so sind 8 und T die beiden Berührungs- 
punkte von c' und u. 

334. Eine Hyperbel u und drei Punkte A', B', C inner- 
halb sind gegeben; durch die drei Punkte soll ein Kegel- 
schnitt c' gelegt werden, der u zweimal berührt (Fig. 121). 
JTXj sei die reelle, TY^ die imaginäre Achse von ti, deren Asym- 
ptoten OE und OE^ wir zeichnen. Durch Rotation von u um XX^ 
entsteht ein zweischaliges Rotationshyperboloid; auf ihm liegen drei 
Punktepaar^' u^g , A^\ B^, B^ und C^, C^, deren Projektionen A', B 
und C sind. Um die Abstände der Punkte A^y A^ von der Pro- 
jektionsebene zu finden, ziehen wir den ParaÜelkreis a durch A 
und legen ihn als a^ in die Zeichenebene um. Ist BB^ die senk- 
recht zu XXj durch A gezogene Hyperbelsehne und F ihr Mittel- 
punkt, so ist FB der Radius von a^. Schneidet aber BB^ die 
Asymptoten in E und E^y so ist: [FB)^^{FEf^[OT)\ Teilen 
nämlich jPund Q die Achse XX^ harmonisch, so ist: {OXf^ OQ.OF 
und {EGf^ EN.EF, wenn die Parallelen zu OE durch Q und X 
die Sehne BB^ in N und G treffen {EG ^ OY). Femer sind E 
und N harmonische Pole von w, denn die Polare von £ geht durch 
Q und ist zu OE paraUel; also ist: {FBf^FN.FE. Durch Addi- 
tion beider Gleichungen folgt unmittelbar die obige. Die Beweis- 
führung ändert sich nicht für irgend zwei konjugierte Durchmesser 
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einer Hyperbel. Wir haben demnach den Satz: Auf jeder Ge- 
raden werden zwei Strecken begrenzt, eine von den Asym- 
ptoten, eine von der Hyperbel; sie können als Hypotenuse 
und Kathete eines rechtwinkligen Dreiecks verwendet 
werden, dessen andere Kathete dann der zu der Geraden 
parallele Durchmesser ist. Ob die von den Asymptoten begrenzte 
Strecke oder die Hyperbelsehne als Hypotenuse in dem Dreieck auftritt, 
hängt davon ab, ob der parallele Durchmesser imaginär oder reell ist. 




aT 



J^ '^^-r---^^ 
>/~— 






yr/ 



V 




Fig. 121. 



Nachdem nun a^ und damit die umgelegten Punkte Ä^ und A^ 
gefunden sind [Ä'Ä^ ± ^-Dj), bestimmen wir in ganz ähnlicher Weise 
JSg, ^3 und Cg, (?3 [B^B^ \\ C^C^ \\ Ä^A^ \\ XX^\ Der Spurpunkt / von 
A^B^ ergibt sich als Schnitt von AB' und der Verbindungslinie 
der in gleicher Richtung umgelegten Punkte A^ und B^. Ebenso 
ist K der Spurpunkt der durch C^ parallel zu A^B^ gezogenen Ge- 
raden, wenn C'K\\ÄF und C^K\\A^B^ ist. Die Ebene ^^^gC, hat 
die Spur JK\ sie schneidet das Hyperboloid in einer Hyperbel, 
deren Projektion durch Ä, B und C geht und u in den auf OK 
liegenden Punkten S und T berührt. Die Schnittpunkte 8, T von u 
und JK bestimmen sich in bekannter Weise und ebenso der Pol P 
von p = JK. Dana kann man wieder die Konstruktion von 222 
anwenden. 



ROHN u, Fappbbitz. ni. 3. Aufl. 
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Wären die Punkte A', £', C außerhalb der Hyperbel u gelegen, 
so wäre das durch Rotation Ton u um die Achse YY^ entstehende 
einschalige Hyperboloid der Betrachtung zugrunde zu legen; die Art 
der Konstruktion würde ganz dieselbe bleiben. 

335« Von einem zweischaligen Hyperboloide, dessen 
Achsen den Projektionsebenen parallel sind, den Eigen- 
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Fig. 122. 

schatten sowie den Schlagschatten auf sich selbst und die 
Horizontalebene zu zeichnen. Die reelle Achse XX^ sei senk- 
recht zu TTi, die imaginären Achsen YY^ und ZZ^ seien parallel 
resp. senkrecht zu TTg. Dann ist der scheinbare Umriß in TTg eine 
Hyperbel ?/' mit den Achsen T'X^' und Y"Y(' (Fig. 122); in n, 
gibt es dagegen keinen scheinbaren Umriß. Die Ebene TTi schneidet 
die Achse XX^ in einem Punkte M^ und das Hyperboloid in einer 
Ellipse flj, deren Achsen Ä^ B^ und C^ D^ zu YY^ resp. ZZ^ parallel 
und proportional sind. Haben die Asymptoten von u in TTj die 
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Spurpunkte U^ und F^, so ist nach der vorigen Nummer; {M^A^Y 
=^ [M^U^f — [0Y)\ Das Hyperboloid mag begrenzt werden durch 
die Ellipse a^ und eine dazu parallele und kongruente Ellipse a^, 
deren Ebene TTg die Achse XX^ in M^ schneidet [OM^^ M^O, 

Sind V und /" die Projektionen des Lichtstrahles l, so liegt die 
Kurve v der Lichtgrenze auf unserer Fläche in der zur Lichtrich- 
tung konjugierten Diametralebene. Diese schneidet auch den Asym- 
ptotenkegel der Fläche in zwei Mantellinien, die seine Lichtgrenze 
bilden; diese Mantellinien sind zugleich die Asymptoten von v, Ist 
0^ der Schatten des Mittelpunktes auf TTj und sind J^ und K^ die 
Berührungspunkte der von 0^ an die Spurellipse b^ des Asymptoten- 
kegels gelegten Tangenten, so bilden OJ^ und OK^ die Lichtgrenze 
des Kegels, und die Ebene OJ^K^ schneidet das Hyperboloid in 
seiner Lichtgrenze v. Zur Konstruktion von J^ und K^ benutzen 
wir die Affinität, indem wir an Stelle der Ellipsen a^ und b^ die 
Kreise a^ und b^ mit den Durchmessern A^B^ resp. U^F^ einführen 
und zu 0^ den affinen Punkt 0^^ aufsuchen. Die Verbindungslinien 
affiner Punkte sind zu A^B^ senkrecht; die Entfernungen affiner 
Punkte von A^B^ verhalten sich wie C^ D^ : A^B^ Die Tangenten 
von OJ^ an b^ mögen in J^ und K^ berühren, dann sind die affinen 
Punkte e/j und K^ die gesuchten Punkte; O'J^ und O'K^ sind die 
Asymptoten von v, 0''J(' und 0"K^' sind die von v". J^K^ schneidet 
a® in X® und N^, die affinen Punkte L^ und N^ auf a^ liegen auf v. 
Der Schatten v^ von v auf TTi geht ebenfalls durch L^ und N^ und 
hat O^L^ und OJS'^ zu Asymptoten; er berührt natürlich a^ in L^ 
und iVj. Hiermit sind die Kurven v, v", v^ bereits bestimmt; es 
lassen sich indessen leicht zwei konjugierte Durchmesser dieser 
Kurven angeben. 

Ziehen wir durch eine Parallele zu If^'N^, so ist sie ein 
imaginärer Durchmesser von v\ der dazu konjugierte reelle Durch- 
messer ist OQ^, wo Q^ der Mittelpunkt von i^iV^ ist. Die End- 
punkte — Gleichpunkte — des imaginären Durchmessers liegen auf 
der Ellipse mit den Achsen JTj und ZZ^ (vergl. 211). Benutzen 
wir die frühere Affinität, so ist der Kreis mit dem Durchmesser 
YI\ zu der genannten Ellipse affin; der zu J^K^ parallele Durch- 
messer B^S^ dieses Kreises liefert dann den affinen Durchmesser ES 
der Ellipse. Zu dem imaginären Durchmesser RS von v findet man 
den reellen TIV mit Hilfe der Asymptoten. Für v^ ist r ein reeller 
Durchmesser, T^ und JF^ sind seine Endpunkte; der ihm konjugierte 
imaginäre Durchmesser ist gleich und parallel mit B'S' ^ BS. 

13* 
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Die durch die vertikale Achse parallel zum Lichtstrahl gelegte 
Ebene schneidet die Fläche in einer Hyperbel /i, auf der die Punkte 
T und fr liegen; die Tangenten in diesen Punkten sind zu l parallel. 
Projiziert man nun diese Hyperbel A durch Strahlen parallel zu 
PjÄj (Pj = öTj X i') auf die Ebene von u, so deckt sich diese Pro- 
jektion mit w. Zugleich geht 00^, in 00^ über {0^^0^\\P^£^, 
O'O/ « O'O^ und im Aufriß Z" in l^ und r", W" in T^, W^ auf u", 
T^ und fy^ sind dann solche Punkte von m", deren Tangenten zu 
/^ parallel sind, sie liegen also auf dem zu l^ konjugierten Durch- 
messer von w" und können auch hieraus konstruiert werden; aus 
ihnen ergeben sich dann wieder T", T und T^. 

Der Schlagschatten auf die Horizontalebene ist in der Figur 
nur von dem einen Flächenteile angegeben, der Schatten des anderen 
Teiles fällt zu weit weg und ist deshalb fortgelassen. 

In die Höhlung des oberen Flächenteiles dringt das Licht ein, 
es entsteht deshalb in dieser Höhlung auch Schlagschatten. Die 
Randellipse a^ trägt die Punkte iVg und Zg von v; der kleinere 
Teil der Höhlung bis zur Lichtgrenze v liegt im Eigenschatten, und 
es wirft das kleinere Randstück N^Tj^ in das Innere der Höhlung 
seinen Schlagschatten Ö3*. Die Lichtstrahlen, die den Rand a^ 
treffen, bilden einen Cylinder und dieser schneidet das Hyperboloid 
nach 176 in einem zweiten Kegelschnitt a^\ beide Kurven a^ und 
flg*, sowie ihre ersten Projektionen sind zueinander affin. Die zum 
Lichtstrahle parallele Ebene durch die vertikale Achse schneidet 
die Fläche in der Hyperbel ä, und die Randkurve a^ in F^\ der 
Schatten P* von F^ liegt ebenfalls auf /#, und es ist F^F^ || /. Pro- 
jiziert man wieder A in m durch Parallelen zu F^^^y so geht F^ in 
J3 und F^ in F^ auf u über (^sPaIKa)- I^ Aufriß erhält man 
F^' auf m", indem man durch A^' eine . Parallele zu /^ zieht, im 
Grundriß ist F^F^^^P^B^. a^ und a^ sind affine Ellipsen; N^L^ 
ist die Affinitätsachse, F^ und F^ sind ein Paar affiner Punkte, da- 
durch ist aber die affine Beziehung bestimmt und «3* kann hiernach 
gezeichnet werden. 

326. Eine Gerade zu zeichnen, die vier gegebene wind- 
schiefe Geraden trifft. Die gemeinsamen Sekanten dreier Ge- 
raden bestimmen ein einschaliges Hyperboloid, d. h. die eine Schar 
von Erzeugenden desselben; schneidet man also dieses mit der 
vierten Geraden in zwei Punkten P und Q, so geht durch jeden 
eine Erzeugende der genannten Schar. Diese beiden Erzeugenden 
treffen alle vier gegebenen Geraden, unsere Aufgabe basiert also 
darauf: Die Schnittpunkte einer Geraden mit einem ein- 
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schaligen Hyperboloid zu finden, wenn drei Erzeugende 
einer Schar von ihm bekannt sind. 

Zur Konstruktion bedienen wir uns zweier paralleler Projek- 
tionsebenen TTi und TTg. Die Geraden seien a, b, c, d, ihre Spur- 
punkte in den Parallelebenen seien Jj, Ä^\ B^, £^] Cj, C^; D^, D^\ 
die orthogonalen Projektionen der zweiten Spurpunkte auf Tf^ seien 
A^", B^\ C{, JD^' (Fig. 123). Wir projizieren nun die Ebene TTg 
in der Richtung von d auf T\^ und erhalten als Projektionen der 
zweiten Spurpunkte die Punkte A^^ B^, C^, I)^ = B^, die aus den 
orthogonalen Projektionen durch parallele Verschiebung um die 
gleiche Strecke B^'B^ hervorgehen. In der Figur sind nur A^' 




Fig. 123. 

und B^' angegeben {A^'A^is^B^'B^, Das Hyperboloid hat nun 
bei der schiefen, zu d parallelen Projektion einen Kegelschnitt u 
als scheinbaren Umriß, und jede Tangente an u ist die Projektion 
zweier Erzeugenden, einer aus der einen und einer aus der anderen 
Schar. Die Tangenten von B^ an u sind also die schiefen Pro- 
jektionen der gesuchten gemeinsamen Sekanten; denn die zugehörigen 
Erzeugenden des Hyperboloides aus einer der beiden Scharen treflfen 
sowohl die Geraden a, hy c als Erzeugende der anderen Schar, als 
auch die Gerade d. 

Um u zu zeichnen, müssen wir außer seinen Tangenten a', b', c 
noch zwei weitere Tangenten aufsuchen, indem wir irgend zwei 
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gemeinsame Sekanten von a, b und c konstruieren. Wir wählen eine 
Gerade i\\a, die b und c trifft^ und eine Gerade k\\cy die a und b 
triflft. Ziehen wir ^j ö # Cj C^', so ist Ä^ G die Projektion der 
zweiten Spur einer Ebene, die durch a parallel zu c geht; ziehen 
wir ebenso -B^J? 4t ^A'» ^^ ^^^ ^2^ ^^ Projektion der zweiten 
Spur einer Ebene, die durch b parallel zu c geht. Beide Ebenen 
schneiden sich in ä; die Projektion ihres zweiten Spurpunktes ist 
Ä^a'» A^G X B^E (Ä' II c'). Machen wir B^LisX A^% "^^^ C?j^# Ä^A^, 
so ist J^— B^L X C^M die Projektion des zweiten Spurpunktes von 
2(r||a'). Nun sind von B^ die beiden Tangenten an den Kegel- 
schnitt u zu legen, von dem wir fünf Tangenten a\ b\ c\ i', k' 
kennen. Es schneiden aber alle Tangenten von u auf zwei festen 
Tangenten, etwa c und k'y projektive Punktreihen aus; verbinden 
wir die Punkte dieser Keihen mit B^, so erhalten wir zwei projek- 
tive Strahlbüschel; ihre sich selbst entsprechenden Strahlen «' und 
f sind die gesuchten Tangenten. Die Strahlen des ersten Büschels 
laufen von B^ nach c' x a', c' x b\ c X i'y die entsprechenden 
Strahlen des zweiten Büschels von B^ nach h! x a^ K x b' und 
h! X c. Wählen wir jetzt einen Kreis, der den zweiten Strahl des 
ersten Büschels in B^ berührt, so liefern die drei Strahlen dieses 
Büschels auf dem Kreise die Punkte P, B^ und Q, Schneidet der 
Kreis den zweiten Strahl des zweiten Büschels in 7?, so ist das 
neue Strahlbüschel Ä (P, i^^, §,...) zu dem ersten Büschel 
projektiv und zu dem zweiten perspektiv. Die entsprechenden 
Strahlen des zweiten und des dritten Strahlbüschels schneiden 
sich in Punkten einer Geraden s, auf der die Punkte ÄPx ^1^=^' 
und RQx B^O = T liegen [N = Ä' x a', = k' x i'). .? trifft den 
Kreis in X und 7, und B^X und B^Y sind die gesuchten Tan- 
genten e' und f\ 

Durch den Schnittpunkt U von f und c ([/'= /"x c) legen wir 
eine Ebene parallel zu TTi und TTa; diese Ebene teilt die Geraden 
A^A^, B^B^y ^i^i> ^1^2 ^^ ^^^ nämlichen Verhältnisse, wobei F^, F^ 
die Spurpunkte von /* bedeuten. Bestimmen wir also V auf A^A^ 
so, daß TA^ : T^^'« V'C^ : V'C^' wird, so ist UV eine zu TTi und TT^ 
parallele Gerade der Ebene af\ demnach ist: A^F^\\A^F^\\UT, 
außerdem wird B^F^ \\ B^F^ und C^Fy^ \\ C^F^. Ganz analog ergeben 
sich die Spurpunkte E^ und E^ von e. 

Die ganze Konstruktion ist in schiefer Projektion ausgeführt; 
will man zur orthogonalen Projektion übergehen, so hat man noch 
E^ und F^ parallel zu B^B^' um die Strecke B^B^' nach E^' und 
F.^' zu verschieben. 
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227. Striktionslinien der Regelflächen 2. Grades.««) Faßt 
man die eine Schar von Erzeugenden einer Regelfläche ins Auge, 
so giht es auf jeder Erzeugenden einen Punkt, der von der benach- 
barten, unendlich nahen Erzeugenden einen kleineren Abstand hat 
wie jeder andere. Der Ort dieser Punkte bildet eine Kurve, die 
Striktionslinie; zu jeder Schar gehört eine Striktionslinie. Auf 
jeder Erzeugenden^ gehört derjenige Punkt der Striktionslinie an, 
durch den die gemeinsame Normale zu ihr und der Nachbargeraden 
^j geht. Legt man durch ff^ eine erste Ebene parallel zu g und 
dann eine zweite senkrecht zu jener, so schneidet die letztere g in 
einem Punkte der Striktionslinie. Nun schneidet jede Ebene durch 
ff^ aus der Fläche noch eine Erzeugende der anderen Schar aus, 
die im allgemeinen ff im Endlichen trifft. Ist jedoch die Ebene E 
durch <7j parallel zu ff, so muß sie eine Erzeugende der zweiten Schar 
enthalten, die zu ff parallel ist; diese Ebene enthält also zwei parallele 
Erzeugende, d. h. sie berührt die Fläche in dem unendlich fernen 
Punkt von ff. Eine Ebene A durch ff^ senkrecht zu E schneidet 
die Fläche in einer Erzeugenden der anderen Schar, die ff in dem 
Punkte der Striktionslinie und ff^ in dem Berührungspunkte der 
Ebene trifft; beide Punkte sind aber unendlich nahe und können 
durch einander ersetzt werden. In jedem Punkte der Strik- 
tionslinie steht also die Tangentialebene senkrecht auf 
der Ebene, welche durch die bezügliche Erzeugende und 
die dazu parallele Erzeugende der anderen Schar geht, 
also den Mittelpunkt enthält. 

228. Das hyperbolische Paraboloid und seine Strik- 
tionslinien. Die Achse des Paraboloides mag senkrecht zum 
Grundriß sein, dann projizieren sich die Erzeugenden beider Scharen 
als Parallelen. Ist etwa ursprünglich ein windschiefes Viereck AB CD 
gegeben, dessen Seiten auf dem Paraboloide liegen sollen, so erhält 
man den Durchmesser in A, indem man die zu CD parallele Ebene 
durch AS schneidet mit der zu BC parallelen Ebene durch AB. 
Nun ist die orthogonale Projektion des Vierecks ABCB auf eine zur 
Durchmesserrichtung normale Ebene TTj ein Parallelogramm ^'iTCi?'. 
Im Scheitel 8 des Paraboloides, dem Endpunkt seiner Achse, stehen 
die Erzeugenden auf der Achse senkrecht, sind also zu TTi parallel. 
Legt man durch A und B Ebenen parallel zu TTi und schneiden 
diese CB in A^ und 5^, so teilt jede zu TTi parallele Ebene die 
Strecken AB und A^B^ in dem nämlichen Verhältnis. Die Ver- 
bindungslinie dieser Teilpunkte ist eine Erzeugende der Fläche, 
wenn ihre Projektion zu AB' und C'B' parallel ist, und zwar ist 
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sie dann die eine Erzeugende durch den Scheitel. Schneiden sich 
also Ä'Ä^' und ^'5/ in JS" und geht ff' durch H' parallel zu Äl)', 
so ist ff' die Projektion einer Erzeugenden durch den Scheitel S, 
d. h. fi" liegt auf ff\ Denn ff' teilt ^'iT und A^'B^^ in dem näm- 
lichen Verhältnis. In gleicher Weise findet man die andere Er- 
zeugende h durch den Scheitel; damit ist dann Scheitel und Achse 
der Fläche gefunden. Die Ebenen der Hauptschnitte durch die 
Achse halbieren die Winkel der Erzeugenden ff und h] die Haupt- 
schnitte sind zwei Parabeln i und k. 
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Fig. 124. 

In Fig. 124 ist TTg parallel zu i und TTg parallel zu k gewählt. 
Kennt man die Hauptebenen und eine Erzeugende des Paraboloides, 
so kennt man noch drei weitere, die zu ihr symmetrisch hinsichtlich 
der Hauptebenen liegen. Die Fläche ist dann bestimmt, die Scheitel- 
erzeugenden und die Hauptschnitte können unmittelbar angegeben 
werden. In der Figur sind vier symmetrische Erzeugende als Be- 
grenzung der Fläche genommen. 

Da hier alle Erzeugenden der einen Schar zur Ebene äff parallel 
sind, wo a die Achse und ff eine Erzeugende im Scheitel ist, so ist 
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die Ebene durch eine beliebige Erzeugende e, die zu äff parallel ist, 
auch zur benachbarten Erzeugenden parallel. Der Striktionslinie 
gehört also derjenige Punkt von e an, dessen Tangentialebene auf 
a</ senkrecht steht; mit anderen Worten: alle Punkte, deren Tan- 
gentialebenen auf äff senkrecht stehen, gehören einer Striktionslinie 
an. Die Striktionslinie ist also eine Parabel p, deren Ebene durch 
die Achse a geht und alle zu äff nCÄTnalen Sehnen der Fläche 
halbiert. Ist n die zu ff senkrechte Tangente im Scheitel^ so liegen 
ff'h'n'p harmonisch, oder es ist: H'P' = H'N\ wenn H', N', P' die 
Schnittpunkte von //, n',.p' mit einer Erzeugenden sind. Aus dem 
Grundriß p' ergibt sich der Aufriß /?" und der Seitenriß p"\ 

339. Eine Striktionslinie des Hyperboloides zu be- 
stimmen. Die Ebene der Kehlellipse ö sei zu Tl^ parallel und ihi-e 



große Achse zu TT2; 
die Fläche werde 
durch zwei kongru- 
ente zu TTi parallele 
EUipsen a und c 
begrenzt (Fig. 125). 
Um auf einer be- 
liebigen Erzeugen- 
den e den Punkt P 
der Striktionslinie s 
zu finden, verfahren 
wir folgendermaßen. 
Die Ebene durch e 
und den Flächen- 
mittelpunkt hat 
in den parallelen 
Ebenen von b resp. a 
die parallelen Spu- 
ren QO resp. U^^J 
{Q=zexb, U^^exa). 
In Q errichten wir 
auf der Ebene eO 
die Normale QJVj 
mit N^ als Spur- 





Fig. 125. 



punkt; dann ist der 

Berührungspunkt P 

der Ebene elf^ ein Punkt der Striktionslinie. Wir benutzen hierbei 

die zu a und b affinen Kreise a^ und b^, welche die großen Achsen 
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dieser Ellipsen als Durchmesser haben. Ziehen wir eine beliebige 
Tangente e^ an b^ mit den Endpunkten JE^^ und £^ auf a^ und dazu 
die Normale E^^J, welche die große Achse von a in J schneidet, und 
suchen die affinen Punkte E^^ und E' zu E^^ und E^, so ist Q' der Be- 
rührungspunkt von E^E' mit b', und es ist Q'0'\\E^J. Denn in der 
affinen Figur stehen die entsprechenden Geraden auf e^ senkrecht 
§'iVj ist senkrecht zu JE^; QZ^ ist eine Falllinie der Ebene eO, 
wenn L^ = JE^x Q'N^ ist. Da nun QN^^QL^ ist, so erhalten wir 
QqE^ -L^o^i durch Umlegen dieser Geraden um L^Q'N^ (6o6'-L^i^'> 
Q^Q' = (C"' H ar)), und somit ist N^ bestimmt. E^N^ schneidet a 
noch in einem Punkte F^y er ist Spurpunkt einer EJrzeugenden der 
zweiten Schar, die e in dem gesuchten Punkte P trifft. Gehen wir 
wieder zu dem affinen Punkte F^^ auf a^ über {E^^ F^^ und E^F^ 
schneiden sich auf der großen Achse von a in K) und bestimmen F^ 
auf a^ so daß E^^F"" = E^F^"^ ist, dann ist der zu P^ = ß^E^^x F^'F^^ 
affine Punkt P' [P^P' J_ Ä' B') ein Punkt der Horizontalprojektion s' 
der Striktionslinie. Der Aufriß P" geht unmittelbar daraus hervor. 
Die Striktionslinie schneidet die Kehlellipse in den Scheitelpunkten 
und ist symmetrisch zu den Achsen der Fläche. 



DKITTES KAPITEL. 



Verschiedene Flächen. 

Abwickelbare Flächen. 

280. In den vorausgehenden Kapiteln wurden bereits drei 
große Klassen von Flächen behandelt: die Eotations-, Schrauben- 
flächen und Flächen 2. Grades. Da sie von größerer Bedeutung 
in der Praxis sind, wurden sie ausführlicher studiert, während wir 
die übrigen Flächen in ein Kapitel zusammenfassen und nur einige 
wichtige näher betrachten wollen. Schon die genannten Flächen 
konnten als Beispiele der Erzeugung von Flächen durch Bewegung 
von Kurven oder Flächen dienen; im folgenden soll noch eine ßeihe 
weiterer Flächen untersucht werden, die sich ebenfalls durch Be- 
wegung erzeugen lassen. Wir beginnen zunächst mit den abwickel- 
baren Flächen, deren fundamentale Eigenschaften schon früher 
in 308 — 320 Bd. I klargelegt wurden,^^) Als Ausgangspunkt wählten 
wir dort die Eaumkurve, deren Tangenten die abwickelbare Fläche 
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bilden; so war dieselbe durch Bewegung einer Geraden definiert, 
die tangential an einer Eaumkurve entlang gleitet. Wir erkannten 
aber auch, daß jede Schmiegungsebene jener Eaumkurve die ab- 
wickelbare Fläche längs der zugehörigen Tangente oder Erzeugenden 
berührt; so erschien die Fläche als Hüllfläche der Schmiegungs- 
ebenen. 

Wir gehen nun von einer Ebene aus, die sich nach irgend 
einem Gesetze stetig bewegt, jedoch so, daß sie nur einfach 
unendlich viele Lagen annimmt, daß also durch einen Eaumpunkt 
im allgemeinen nur eine endliche Anzahl dieser. Ebenen geht. Von 
der Bewegung wird vorausgesetzt, daß sie stetig sei, d. h. daß es für 
jede Lage der Ebene eine bestimmte Gerade gebe von folgender 
Beschaflfenheit. Nähert sich die bewegte Ebene dieser Lage von 
der einen oder anderen Seite, so muß sich ihre Schnittgerade mit 
der festen Ebene der genannten Geraden unbegrenzt nähern ; letztere 
kann als Schnitthnie benachbarter Ebenen angesehen werden. Wir 
erhalten so eine stetige Folge von Geraden; je zwei benachbarte 
schneiden sich in einem Punkte. Die Reihe dieser Punkte erfüllt 
eine Eaumkurve, deren Tangenten jene Geraden und deren Schmie- 
gungsebenen jene Ebenen sind. Punkt und Schmiegungsebene spielen 
bei der Eaumkurve eine gleichartige EoUe, drei benachbarte Punkte 
liefern eine Schmiegungsebene, drei benachbarte Schmieguugs- 
ebenen einen Punkt der Eaumkurve. In der Tat entsprechen bei 
einer reziproken Eaum Verwandtschaft (vergl, 153) den Punkten einer 
Eaumkurve die Schmiegungsebeneu einer zweiten und den Schmie- 
gungsebenen der ersten die Punkte der zweiten. 

331. Legt man einer Ebene zwei Bedingungen auf, so kann 
sie noch unendlich viele Lagen einnehmen; alle diese Ebenen hüllen 
eine abwickelbare Fläche ein. Daher entsteht eine abwickelbare 
Fläche, wenn eine Ebene sich so bewegt, daß sie fort- 
während zwei feste Flächen, die sogenannten Leitflächen, 
berührt. Dieser Erzeugung der abwickelbaren Fläche entspricht 
bei reziproker Eaumverwandtschaft die Erzeugung einer Eaumkurve 
als Durchdringung zweier Flächen. Die Tangente in einem Punkte 
der Durchdringungskurve ist der Schnitt der zugehörigen Tangential- 
ebenen der beiden Flächen. Entsprechend ist die Verbindungslinie 
der beiden Berührungspunkte, in denen die bewegliche Ebene die 
Leitflächen berührt, eine Erzeugende der ab^-ickelbaren Fläche; 
diese berührt die Leitflächen je längs einef Kurve. An Stelle 
der Leitflächen, die von der beweglichen Ebene berührt werden, 
können auch Eaumkurven oder ebene Kurven als • Leitkurven 
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treten. Dem entspricht die Erzeugung einer Raumkurve als Durch- 
dringung Yon abwickelbaren oder von Kegelflächen. Jede Hüll- 
ebene der abwickelbaren Fläche enthält die bezüglichen Tangenten 
der Leitkurven. 

Es wurde früher bemerkt, daß die Raumkurve, deren Tangenten 
die abwickelbare Fläche bilden, eine Rückkehrkurve dieser Fläche 
ist, daß also jeder ebene Schnitt dort, wo er diese Kurve triflft, Spitzen 
aufweist. Die abwickelbare Fläche besitzt auch im allgemeinen eine 
Doppelkurve, in deren Punkten sich je zwei Erzeugende treffen, 
da es im allgemeinen Ebenen gibt, die die Rückkehrkurve in zwei 
Punkten berühren. Nur bei der abwickelbaren Fläche der Raum- 
kurve 3. Ordnung (vergl. 180 flg.) ist dieses unmöglich, da jede Ebene, 
die diese Kurve berührt, sie nur noch in einem weiteren Punkte 
trifft. Die Schnittpunkte der Doppel- und der Rückkehrkurve sind 
entweder stationäre Punkte oder Spitzen für die letztere. Denn 
durch einen Punkt der Doppelkurve gehen zwei Tangenten der 
Rückkehrkurve, rückt also dieser Punkt der Rückkehrkurve unend- 
lich nahe, so rücken auch die beiden Berührungspunkte der zu- 
gehörigen Tangenten unendlich nahe, die Ebene dieser Tangenten 
hat also vier unendlich nahe Punkte mit der Rückkehrkurve gemein, 
so daß beim Grenzübergang entweder ein stationärer Punkt oder 
eine Spitze erscheint. 

382, Als ein Beispiel der abwickelbaren Flächen ist bereits 
früher die abwickelbare Schraubenfläche behandelt worden (vergl. 
461 flg. Bd. I), worauf hier hingewiesen sein mag. Hier soll besonders 
auf die Flächen eingegangen werden, die zu den Raumkurven 4. Ord- 
nung (vergl. 184 flg.) in reziproker Verwandtschaft stehen. Die wesent- 
lichen Eigenschaften dieser Flächen sind zu denjenigen der Raum- 
kurven 4. Ordnung dualistisch und können hiemach sofort aus- 
gesprochen werden. Dabei ist zu beachten, daß bei reziproker 
Verwandtschaft einer Fläche 2. Grades wieder eine Fläche 2. Grades, 
einer Regelfläche wieder eine Regelfläche entspricht; jedem Punkt 
und seiner Polarebene in bezug auf die erste Fläche entspricht eine 
Ebene und ihr Pol in bezug auf die zweite und umgekehrt. Wir 
erhalten also die Resultate: 

Es gibt eine Fläche 2. Grades, die neun gegebene Ebenen berührt. 

Es gibt unendlich viele Flächen 2. Grades, die acht 
gegebene Ebenen berühren, sie werden alle von der näm- 
lichen abwickelbaren Fläche 4. Klasse umhüllt, ihre Ge- 
samtheit wird als Flächenschar bezeichnet^^j L^gt man also 
an zwei Flächen der Schar die gemeinsame abwickelbare Fläche, so 
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hat sie die gleiche Eigenschaft für je zwei andere Flächen der Schar. 
Die Fläche heißt von der 4. Klasse, weil durch jeden Eaumpunkt 
vier Tangentialebenen derselben gehen, die natürlich alle Flächen 
der Schar berühren. 

Die Pole einer beliebigen Ebene in bezug auf alle Flächen der 
Schar liegen auf einer Geraden. 

Alle Flächen 2. Grades, die einer Schar angehören, 
besitzen ein gemeinsames Polartetraeder. Der Schar ge- 
hören vier Kegelschnitte an, die in den Ebenen des Polar- 
tetraeders liegen. Natürlich bilden je drei Ecken dieses Tetra- 
eders ein Polardreieck für den in dieser Ebene liegenden Kegelschnitt. 
Die vier Kegelschnitte sind Doppelkurven der abwickele 
baren Fläche. Denn durch die reziproke Raumkurve 4. Ordnung 
gehen vier Kegelflächen 2. Ordnung, deren Mantellinien je zwei 
ihrer Punkte tragen, in deren Tangentialebenen also je zwei ihrer 
Tangenten liegen; mithin schneiden sich die Erzeugenden jener ab- 
wickelbaren Fläche paarweise in den Punkten der genannten vier 
Kegelschnitte. 

233. Die vier Doppelkegelschnitte der abwickelbaren Fläche 
4; Klasse sind entweder alle vier reell, oder es sind nur zwei 
reell, oder es ist keiner reell. Im zweiten Fall ist die Schnitt- 
linie der Ebenen der beiden konjugiert imaginären Kegelschnitte 
reell; im letzten Fall gibt es zwei reelle Gerade, in denen sicli 
die Ebenen der paarweise konjugiert imaginären Kegelschnitte 
schneiden. 

1. Sind die vier Doppelkegelschnitte reell, so ordnen 
sich die Erzeugenden der abwickelbaren Fläche in Gruppen zu je 
acht derartig an, daß jede von ihnen von vier anderen Erzeugenden 
aus der Gruppe getroflFen wird; diese gemeinsamen Punkte liegen 
natürlich auf den Doppelkegelschnitten. Jede Gruppe von acht Er- 
zeugenden gehört einer Regelfläche der Schar an, sie zerfällt in zwei- 
mal vier windschiefe Geraden. Die abw^ickelbare Fläche besteht 
aus zwei geschlossenen Mänteln, deren jeder eine Rück- 
kehrkurve besitzt; sie berührt deshalb jede Fläche der Schar in 
zwei getrennten Kurvenzügen. 

Die vier Kegelschnitte teilen alle Flächen der Schar in vier 
Klassen, wenn man alle Flächen der nämlichen Klasse zurechnet, 
die man kontinuierlich — d. h. stets von einer Fläche der Schar 
zur Nachbarfläche fortschreitend — ineinander überführen kann, ohne 
einen der vier Kegelschnitte oder vielmehr eine ihrer Ebenen, die 
doppelt zählend als Flächen der Schar auftreten, zu passieren. Zwei 
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dieser vier Klassen bestehen aus Eegelflächen, Die Regelflächen der 
einen Klasse haben lauter Erzeugende, deren beide Berührungs- 
punkte mit der abwickelbaren Fläche auf verschiedenen Kurvenzügen 
liegen; jede solche Erzeugende trägt zwei reelle Berührungspunkte, 
keine von ihnen gehört der abwickelbaren Fläche an. Insbesondere 
gibt es zwei Doppelkegelschnitte derart, daß durch jeden ihrer Punkte 
zwei reelle Erzeugende der abwickelbaren Fläche gehen, und zwar 
von jedem Mantel eine. Keiner von diesen beiden Kegelschnitten 
schneidet die Ebene des anderen in reellen Punkten. Die Flächen- 
mäntel durchdringen sich gegenseitig in diesen beiden Kegelschnitten. 
Die Regelflächen der anderen Klassen enthalten je acht Er- 
zeugende der abwickelbaren Fläche, berühren somit die Rückkehr- 
kurve in acht Punkten; die Erzeugenden der Regelfläche berühren 
die abwickelbare Fläche entweder gar nicht oder in zwei Punkten 
des nämlichen Mantels. Insbesondere sind die beiden andern Doppel- 
kegelschnitte so beschaffen, daß durch ihre Punkte entweder keine 
reellen Erzeugenden der abwickelbaren Fläche gehen, oder zwei reelle 
Erzeugende des gleichen Mantels. Jeder von diesen Kegelschnitten 
schneidet die Ebene des anderen in reellen Punkten, die beide außer- 
halb desselben liegen. Jeder Flächenmantel besitzt je einen Teil 
dieser Kegelschnitte als Doppelkurve; ihre anderen Teile liegen nicht 
auf der Mäche, sondern verlaufen isoliert. Die Tangenten in den 
Endpunkten der Kegelschnittstücke, die als wirkliche Doppelkurve 
auftreten, liegen auf der abwickelbaren Fläche; in diesen Punkten 
besitzt die Rückkehrkurve Spitzen. 

2. Sind nur zwei Doppelkegelschnitte reell, so zerfallen 
die Flächen der Schar in zwei Klassen; eine unter ihnen besteht 
aus Regelflächen. Diese enthalten je vier Erzeugende der abwickel- 
baren Fläche, die zu zwei und zwei windschief sind; sie berühren 
die Rückkehrkurve in vier Punkten. Die abwickelbare Fläche, 
wie ihre Rückkehrkurve, bestehen nur aus je einem Teil. 
Die beiden Doppelkegelschnitte zerfallen in je zwei Teile, von denen 
der eine wirklich Doppelkurve des Flächenmantek ist, der andere 
aber isoliert verläuft. Jeder von diesen Kegelschnitten schneidet die 
Ebene des anderen in reellen Punkten, von denen einer inner-, der 
andere außerhalb desselben liegt. In den vier Endpunkten dieser 
Kegelschnittstücke bildet die Rückkehrkurve Spitzen. 

3. Ist kein Doppelkegelschnitt reell, so enthält die 
Flächenschar nur Regelflächen. Keine Erzeugende der abwickel- 
baren Fläche trifft eine andere unter ihnen; deshalb gibt es auf 
jeder Regelfläche nur vier windschiefe Erzeugende von ihr, während 
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alle Geraden der anderen Schar dieser Segelfläche die ahwickelbare 
Fläche in je zwei reellen Punkten berühren. Die abwickelbare 
Fläche besitzt nur einen Mantel, ihre Eückkehrkurve ist 
einteilig und ohne Spitzen. Auch die Kurven, in denen die ab- 
wickelbare Fläche die Regelflächen der Schar berührt, sind einteilig. 
Diese Kurven sowohl, wie die Eückkehrkurve verlaufen notwendig in 
zwei Richtungen ins Unendliche. 

4. Zwei Doppelkegelschnitte sind reell, die beiden 
anderen sind imaginär, liegen aber in reellen Ebenen; jeder 
der erstgenannten Kegelschnitte schneidet die Ebene des anderen iü 
reellen Punkten, die beide innerhalb desselben liegen; mindestens 
einer von ihnen muß eine Hyperbel sein. Die abwickelbare 
Fläche ist völlig imaginär. 

334. Ganz analog wie die Durchdringungskurve 4. Ordnung 
zweier Fläc^ien 2. Grades in eine Raumkurve 3. Ordnung und eine 
Gerade, oder in zwei Kegelschnitte — die selbst wieder aus Ge- 
radenpaaren bestehen können — zerfallen kann, kann auch die ab- 
wickelbare Fläche 4. Klasse zerfallen. Sie teilt sich dabei entweder 
in eine a'bwickelbare Fläche 3. Klasse und einen Ebenenbüschel, 
oder in zwei Kegelflächen 2, Ordnung, die selbst wieder aus zwei 
Ebenenbüscheln bestehen können. So zerfällt die abwickelbare 
Fläche zweier Kugeln in zwei Rotationskegel. 

Die Rückkehrkurve der abwickelbaren Fläche 3. Klasse 
ist eine Raumkurve 3. Ordnung. Denn nach 180 gehen durch 
jeden Raumpunkt drei Schmiegungsebenen der Raumkurve 3, Ord- 
nung; nach dem Gesetze der Dualität liegen also in jeder Ebene 
drei Punkte der genannten Rückkehrkurve. Die Tangenten einer 
Raumkurve 3. Ordnung bilden sonach die allgemeinste abwickelbare 
Fläche 3. Klasse. 

Jede Schmiegungsebene der Raumkurve 8. Ordnung 
schneidet die abwickelbare Fläche ihrer Tangenten in 
einem Kegelschnitt. Denn alle Punkte der Kurve liefern mit 
irgend einem festen Punkte auf ihr verbunden einen Kegel 2. Ord- 
nung; nach dem Prinzip der Dualität schneiden also alle Schmie- 
gungsebenen jede einzelne unter ihnen in den Tangenten eines Kegel- 
schnittes. Die Schnittlinie zweier Schmiegungsebenen ist für die 
beiden in ihnen liegenden Kegelschnitte gemeinsame Tangente. 
Während also die abwickelbare Fläche zweier Kegelschnitte bei all- 
gemeiner gegenseitiger Lage von der 4. Klasse ist, wird sie von der 
3. Klasse, sobald beide Kegelschnitte eine gemeinsame Tangente 
haben. 
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286. Die Beleuchtung einer Oberfläche durch eine 
leuchtende Fläche, Scheibe oder Kurve. Die Lösung dieser 
Aufgabe ergibt sich mit Hilfe der abwickelbaren Fläche. Ist 
nur ein leuchtender Punkt vorhanden, so bildet diejenige Kurve 
auf der belichteten Oberfläche die Lichtgrenze, deren Punkte ihre 
Tangentialebenen durch den leuchtenden Punkt schicken. Ein 
Punkt der Fläche liegt im Lichte oder im Eigenschatten, je nachdem 
seine positive Normale mit dem leuchtenden Punkte auf derselben 
oder auf verschiedenen Seiten seiner Tangentialebene liegt. Dabei ist 
mit dem Worte positiv die Richtung der Normale gemeint, die nicht 
in den von der Oberfläche eingeschlossenen Raum eindringt. Zugleich 
ist zu bemerken, daß hier und auch weiterhin für das auffallende 
Licht auch Schlagschatten eintreten kann. Tritt an Stelle des 
leuchtenden Punktes eine leuchtende Fläche (Scheibe oder Kurve), 
so gibt es auf der belichteten Fläche dreierlei Stufen: volles Licht, 
Halbschatten und vollen Schatten. Liegen alle nach einem 
Punkte der belichteten Fläche gerichteten Lichtstrahlen auf der 
nämlichen Seite seiner Tangentialebene wie seine positive Normale, 
so hat er volles Licht; liegen sie alle auf der anderen Seite, so hat 
er vollen Eigenschatten, liegen sie auf beiden Seiten, so hat er 
Halbschatten. Die Grenzkurve zwischen vollem und Halbschatten 
enthält solche Punkte, deren Tangentialebenen die leuchtende Fläche 
(Scheibe oder Kurve) berühren; gleiches gilt für die Grenzkurve 
zwischen Halbschatten und Licht. Im letzteren Falle liegen positive 
Normale und leuchtende Fläche auf der gleichen Seite der betreffenden 
Tangentialebene, im ersteren auf verschiedenen Seiten von ihr. Die 
gemeinsame abwickelbare Fläche der leuchtenden und der beleuch- 
teten Fläche berührt diese in den erwähnten beiden Grenzkurven. 
Nach dem Gesagten besitzt die abwickelbare Fläche zwei verschieden- 
artige Teile, der eine berührt in der Grenzkurve des vollen Schattens, 
der andere in der Grenzkurve des vollen Lichtes. 

386» Licht, Halb- und voller Schatten, sowie Schlag- 
schatten einer Kugel, die von einer kreisförmigen Scheibe 
beleuchtet wird (Fig. 126). Durch den Mittelpunkt der Kugel 
und den Mittelpunkt M der Scheibe legen wir eine Ebene I senk- 
recht zur Ebene der Scheibe; sie ist Symmetrieebene für Kugel und 
Scheibe und folglich auch für ihre gemeinsame abwickelbare Fläche. 
Diese Symmetrieebene wollen wir parallel zur ersten Projektions- 
ebene nehmen. Die Ebene der Scheibe sei K und'Ä ihr Randkreis; 
der Pol von K in bezug auf die Kugel sei K\ endlich seien / und 
Z harmonische Pole sowohl für ä wie für die Kugel. Dann bilden 
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J, K, L und der in vertikaler Eichtung unendlich ferne Punkt die 
Ecken des gemeinsamen Polartetraeders von Scheibe und Kugel. 








^^: 




Fig. 126. 



Ist AA^ der horizontale Durchmesser der Scheibe und sind BB^ 
seine reellen oder imaginären Durchstoßpunkte mit der Kugel, so 
teilen /, 1 sowohl AA^ wie BB^ harmonisch. Nun wählen wir die 

BoBH u. Pafpbbitz. m. S. Aufl. 14 
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Tangente t in einem Punkte T von k und legen durch sie die beiden 
Tangentialebenen an die Kugel. Ihre Berührungspunkte P und Q 
liegen entweder auf der Kurve u, die den voll belichteten Teil der 
Kugel begrenzt, oder auf der Kurve v, welche die Grenze des Voll- 
Bchattens bildet; es hängt das von der Lage von t gegen die Kugel 
ab. PQ und t sind konjugierte Polaren in bezug auf die Kugel; 
PQ geht also durch K und steht auf der Ebene Ot senkrecht. Zur 
Konstruktion von P, Q sei bemerkt, daß sie zunächst in der Polar- 
ebene des Punktes t x 1. liegen, die zu I normal ist und deren 
Spur in Z auf der Verbindungslinie dieses Punktes mit senkrecht 
steht. Projiziert man nun t auf diese Polarebene, so ist KPQ zu 
dieser Projektion senkrecht, da die konjugierten Polaren t und PQ 
zueinander normal sind. Det Schatten P* auf u* m der Aufriß- 
ebene liegt auf dem Lichtstrahle TP. In der Figur sind einige 
Hilfslinien weggelassen. 

Bewegt sich T und mit ihm seine Tangente t, so beschreibt 
ihre konjugierte Pdlare in bezug auf die Kugel einen Kegel 2. Grades 
(153) mit dem Scheitel Ä'; seine Mantellinien stehen senkrecht auf 
den Tangentialebenen eines anderen Kegels mit als Scheitel und 
k als Grundkreis. Die Kurven u und v bilden demnach zusammen 
die Durchdringungskurve 4. Ordnung von der Kugel und dem Kegel 
mit dem Scheitel K, Die Schnittpunkte von u und v mit dem 
Kugelkreise / in der Symmetrieebene Z sind die Berührungspunkte 
C, C^j By J9j der von A und A^ an / gelegten Tangenten {CD und 
Cj-Dj durch Ky Ebenso schneiden u und v den in der Ebene K 
der Scheibe liegenden Kugelkreis m in vier Punkten Ey F, F^, F^ ; 
es sind dies die Berührungspunkte der gemeinsamen Tangenten von 
k und m. In der Figur sind diese Punkte durch Anwendung einer 
zur Scheibe parallelen Seitenrißebene konstruiert. Die Tangenten 
in den Punkten F, F von u und -E^, F^^ von v gehen durch K. 

Da / und £ harmonische Pole sowohl von k wie von m sind, 
so bilden sie zusammen mit dem unendlich fernen Punkte der Ver- 
tikalen das gemeinsame Polardreieck der beiden Kreise k und m. 
Die vier gemeinsamen Tangenten dieser beiden Kreise bilden aber 
ein Vierseit, dessen Diagonalen nichts anderes wie die Seiten jenes 
Polardreieckes sind (vergl. 125). Daraus folgt, daß sowohl ^^^ und FF^^ 
durch / als auch FF^^ und FF^ durch L gehen, daß sonach /und Z 
harmonische Pole in bezug auf den Kegel mit dem Scheitel K sind. 
Für den Büschel von Flächen 2. Grades, dessen Grundkurve in 
u und V zerfällt, sind K, J, L und der unendlich ferne Punkt 
der Vertikalen die Ecken des gemeinsamen Polartetraeders. Die 
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Eurven u und v liegen hiernach auch auf einem Eegel 2. Grades 
mit dem Scheitel Z, einem Kegel mit dem Scheitel J und einem 
Cylinder 2. Grades mit vertikalen Mantellinien. Letzterer mag die 
Symmetrieebene Z in dem Kegelschnitte w schneiden; u' und i?' 
sind dann Stücke des Kegelschnittes w', für den J'K'L' ein Polar- 
dreieck ist und von dem bereits genügend viele Punkte bekannt sind, 
um ihn zu konstruieren. Aus u^ v' ergibt sich dann der AuMß 
u'y v" entweder mit Hilfe der Kugel oder des Kegels mit dem 
Scheitel K in einfacher Weise. 

Sucht man zu den Mantellinien des soeben genannten Cylinders 
die konjugierten Polaren, so umhüllen dieselben einen Kegelschnitt z 
in der Ebene I. Die Tangenten von z sind die Polaren der Punkte 
von w in bezug auf den Kugelkreis /; z und to sind also reziproke 
Kegelschnitte in bezug auf den Kreis /. Die Tangentialebenen in 
den Punkten von u oder v schneiden Z in den Tangenten von z\ 
die gemeinsame abwickelbare Fläche von Kugel und Scheibe besitzt 
eine in Z liegende Doppelkurve z. Natürlich besitzt sie auch in 
den Vertikalebenen durch JK und LK Doppelkurven, z geht durch 
die in Z liegenden Schnittpunkte Ö und G^ der gemeinsamen Tan- 
genten von Ä und m {& Pol von E'K' in bezug auf /', ff/ Pol von 
^/ä:'). Femer berührt z die Geraden ÄC, AD, A^C^, A^D^ in den 
Punkten, deren Polaren in bezug auf / die Tangenten von w in den 
Punkten C, D, C^, B^ sind. Diese Berührungspunkte liegen auch 
auf den Polaren von A resp. A^ in bezug auf z\ die Polaren gehen 
aber durch K und je einen der beiden Punkte, die mit A resp. A^ 
die Strecke GO^ harmonisch teilen. 

Die Tangentialebene in einem Punkte P von u oder v berührt 
auch den Ejreis k in einem Punkte T\ die zugehörige Tangente 
mag AA^ in 8 treffen. Dann ist S der Pol der Vertikalebene durch 
PK, also S'O'^FK', so daß sich 8' unmittelbar aus P' ergibt 
und daraus auch T und T [S'^'T" tangiert k"' in T"). PT ist eine 
Erzeugende der abwickelbaren Fläche; ihr Schnittpunkt P* mit der 
Aufrißebene ist ein Punkt der Schlagschattenkurve w* oder t?*. 
Damit ist eine punktweise Konstruktion der Kurven m* und t?* ge- 
geben. Da die Tangentialebene in P aus der Aufrißebene die Tan- 
gente von u* im Punkte P* ausschneidet, so geht diese durch den 
zweiten Spurpunkt 8^ der Geraden s, in der jene Tangentialebene 
die Ebene Z schneidet (Ä'Sg'j. O'F, 8^8^' ± x). Je nachdem P' und 
T' auf der nämlichen oder auf* verschiedenen Seiten von s' liegen, 
liegen auch P" und T' auf der gleichen oder auf verschiedenen 
Seiten von 0"^!/"=*". 

14* 
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Die abwickelbare Fläche 4, Klasse, deren Erzeugende (z. B. FT) 
wir soeben bestimmt haben, besitzt eine Etickkehrkurve r; die Pro- 
jektionen r' und r" dieser Kurve werden umhüllt von den Projek- 
tionen der Erzeugenden (z. B, von P'T' resp. P''T'). Die Kurve r 
besitzt, wie wir früher gesehen haben, acht Spitzen; von diesen 
liegen vier auf k und vier auf z. Die Spitzen auf h sind die Be- 
rührungspunkte der gemeinsamen Tangenten von k und m; nämlich 
U, U^, V, V^\ nur die Kreisbogenstücke UV muA, [7^^^. liegen wirk- 
lich auf der abwickelbaren Fläche, die beiden anderen verlaufen 
isoliert Die Spitzen auf z sind die Berührungspunkte der Tangenten 
ÄC, AB, A^C^, A^D^, nämlich X, Y, X^, J^; die Kurvenstücke XY 
und Xj Jj liegen airf der Fläche, während die Kurvenstücke XX^ 
und YY^ isoliert verlaufen. 

337. Die Flächen von gleichförmiger Neigung.*^ Die 
Fläche von gleichförmiger Neigung bildet einen besonderen Fall der 
abwickelbaren Flächen; sie ist dadurch definiert, daß die Tangential- 
ebenen in allen ihren Punkten gleiche Neigung gegen die Horizontal- 
ebene zeigen. Alle Tangentialebenen einer solchen Fläche sind 
demnach zu denjenigen eines Eotationskegels mit vertikaler Achse 
parallel. Legt man also von einem beliebigen Punkte den Tangenten- 
kegel an die Fläche, so muß er entweder in mehrere Ebenen zer- 
fallen, oder seine Mantellinien müßten zu denen des Eotationskegels 
parallel sein. Das letztere ist aber unmöglich, wie man beim Be- 
trachten der Tangentenkegel aus den Punkten einer beliebigen Ge- 
raden erkennt. Deun jede Ebene durch diese Gerade müßte die 
Fläche in einer Kurve schneiden, die von einem System paralleler 
Geraden berührt würde, nämlich den Geraden der Ebene, die zu 
einer Mantellinie des Eotationskegels parallel laufen. Die aus einem 
Punkte an die Fläche gelegten Tangentialebenen berühren sie somit 
längs Kurven; die Fläche erscheint also als Hüllfläche von Ebenen, 
die gegen die Horizontalebene gleich geneigt sind. Daraus folgt 
weiter, daß unsere Fläche eine abwickelbare Fläche ist, 
deren Erzeugende zu den Mantellinien jenes Eotationskegels parallel 
sind, die also ebenfalls gleiche Neigung gegen die Horizontalebene 
haben. 

Die Erzeugenden der Fläche von gleichförmiger Neigung sind 
Falllinien in den zugehörigen Tangentialebenen, da das gleiche für 
den genannten Eotationskegel der Fall ist. Erster Spurpunkt einer 
Erzeugenden und erste Spurlinie ihrer Tangentialebene bilden einen 
Punkt und die zugehörige Tangente der ersten Spurkurve unserer 
Fläche. Da aber FalUinie und Spurlinie aufeinander senkrecht 
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stehen^ so durchschneiden die Erzeugenden der Fläche alle 
ihre Horizontalkurven rechtwinklig. Auch die ersten Pro- 
jektionen dieser Horizontalkurven und der Erzeugenden durch- 
schneiden sich rechtwinklig. Die ersten Projektionen aller 
Horizontalkurven besitzen das gleiche Normalensystem; 
es sind äquidistante Kurven als gemeinsame Evolventen 
der von jenen Normalen umhüllten Kurve r\ Diese Kurve 
ist die Projektion der Eückkehrkante r unserer Fläche. 
Läßt man eine Tangente der Bückkehrkante auf ihr ohne 
Gleiten abrollen^ so beschreibt sie die Fläche und jeder 
ihrer Punkte eine Horizontalkurve derselben. Ein Beispiel 
gibt die abwickelbare Schraubenfläche (46rflg. Bd. I). 

Durch eine Horizontalkurve und den Neigungswinkel der Er- 
zeugenden ist eine Fläche von gleichförmiger Neigung bestimmt. 
Statt der Horizontalkurve kann auch irgend eine andere Kurve, 
die auf der Fläche liegen soll, gegeben sein. Durch jeden ihrer 
Punkte gibt es zwei Erzeugende von der vorgeschriebenen Neigung. 
Man erhält sie, indem man den Punkt zur Spitze eines Eotations- 
kegels von der gegebenen Neigung macht und durch seine Tangente 
die beiden Tangentialebenen an diesen Kegel legt; sie berühren 
denselben in den gesuchten Erzeugenden. Die Fläche kann man 
hierbei als Hüllfläche kongruenter Eotationskegel mit vertikaler Achse 
ansehen, deren Spitzen auf der gegebenen Kurve liegen. Ihre erste 
Spurkurve ist die Hüllkurve der ersten Spurkreise dieser Kegel; 
sie berührt jeden dieser Kreise in den beiden Punkten, deren Tan- 
genten durch den Spurpunkt derjenigen Geraden gehen, welche die 
gegebene Kurve in der Spitze des zugehörigen Kegels berührt Die 
gegebene Kurve ist Doppelkurve unserer Fläche. 

288. Die Fläche von gleichförmiger Neigung, deren 
erste Spurkurve eine Ellipse ist (Fig. 127). Die Tangential- 
ebenen dieser abwickelbaren Fläche berühren zwei feste Kegel- 
schnitte, nämlich die gegebene EUipse i und einen unendlich fernen 
Kreis q\ dieser liegt auf dem Eichtungskegel, dessen Spitze ein 
beliebiger Punkt S ist und dessen Mantellinien den Erzeugenden 
der Fläche parallel laufen. Demnach ist unsere Fläche eine ab- 
wickelbare Fläche 4. Klasse (232), für die i und q Doppel- 
kurven sind. Es existieren also noch zwei weitere Doppelkegel- 
schnitte l und m; ihre Ebenen gehen durch die große resp. kleine 
Achse der Ellipse i und stehen auf deren Ebene senkrecht. Die 
Ebenen der Kegelschnitte £, Z, m sind Symmetrieebenen der Fläche. 
Bei der Darstellung nehmen wir TTj durch i und TTg resp. TTg parallel 
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zu / resp. m. Seien nun der Mittelpunkt^ AÄ^ die große und 
BB^ die kleine Achse der Ellipse z; femer gebe z_ c)^ die Neigung 
der Fläche an. 

In jedem Punkte von l schneiden sich zwei Erzeugende der 
Fläche^ deren erste Spurpunkte auf t sjrmmetrisch zu ÄA^ liegen. 
So schneiden sich die Erzeugenden durch B und B^ in den End- 
punkten der vertikalen Achse CCj von l {0"C" ^ 00 ^ ÖjB.tanga). 




Fig. 127. 

In der Figur ist von den beiden Mänteln der Fläche durch i nur 
der eine berücksichtigt. Femer schneiden sich die beiden benach- 
barten Erzeugenden, deren erste Spurpunkte zu A benachbart sind, 
in einem Punkte T von /, dessen erste Projektion T der Krümmungs- 
mittelpunkt von i für den Punkt A ist {AT =^[OBf:OA, z. 0"Ä'T' 
^ L^OAT^ L,a). Nach 233 ist T eine Spitze der Eückkehr- 
kante u unserer Fläche und AT berührt in 1 sowohl l wie m. Hier- 
durch ist auch die horizontale Achse LB^ von l bestimmt; denn A 
und T' liegen als konjugierte Pole von / harmonisch zu BB^^ es 
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ist also: (OD)^^ OÄ.OT ^{OAf^{OBf. Mithin sind B, D^ die 
Brennpunkte Yon i, und es geht l durch die Brennpunkte 
von I. 

Die Kurve m ist eine Hyperbel mit der vertikalen Hauptachse 
£1!^ {0"E" ^OE^OÄ. tang a). Auf der Erzeugenden durch B liegt 
der Punkt V von wi, dessen erste Projektion V der Krümmungs- 
mittelpunkt von i für den Punkt jB ist (z. OBY ^ z. a); V ist eine 
Spitze von u und BV tangiert u und m va V. Das Quadrat der 
imaginären Halbachse von m ist gleich: OB. 07', da 5 und F' kon- 
jugierte Pole von m sind. Die Erzeugende h durch den Punkt H 
von i trägt drei Punkte e/, K, L, die respektive auf den Kurven 
Z, *m, u liegen; h' ist die Normale von i in H, L der zugehörige 
Krümmungsmittelpunkt, J' und Z' sind die Punkte von h! auf AA^ 
resp. ^-Bj (Z'Q ± A', Q = i'Q x ÄO, Qi,' || AA^, vergl. 108> Hieraus 
ergeben sich dann auch Aufriß und Seitenriß von h, J, K und L. 
Legt man durch einen beliebigen Punkt 8 den Richtungskegel und 
ist k sein Basiskreis in einer beliebigen Horizontalebene, ist femer 
g die Mantellinie, für die g'\\h' wird, so ist auch h"\\g'' und 
Ä'"||^"', wodurch sich die Eichtungen von h" und h'" bestimmen 
(siehe Nebenfigur). 

Die Fläche von gleichförmiger Neigung hüllt eine Schar von 
Flächen 2. Grades ein, deren gemeinsamer Mittelpunkt mit und 
deren gemeinsame Hauptebenen mit den Ebenen von i, Z, m zusammen- 
fallen. Die Hauptschnitte einer solchen Fläche 2. Grades bestimmen 
sich folgendermaßen. Der Hauptschnitt in der Ebene von / berührt 
die Gerade AE, sowie die drei dazu symmetrischen Geraden, der 
in der Ebene von m die Gerade BC, der in der Ebene von i die 
vier imaginären Brennpunktstangenten von i. Die Flächen berühren 
nämlich alle Ebenen, die zugleich i und den unendlich fernen 
Kreis q des Eichtungskegels tangieren. Durch die Kegelachse gibt 
es aber zwei konjugiert imaginäre Ebenen, die den Kreis q be- 
rühren; es sind die sich selbst entsprechenden Ebenen der von den 
rechtwinkligen Ebenenpaaren durch die Kegelachse gebildeten In- 
volution. Verschiebt man diese Involution parallel mit sich selbst 
bis ihre Achse durch einen Brennpunkt von i geht, so berühren 
ihre sich selbst entsprechenden Ebenen sowohl den Kreis q, wie die 
Ellipse i (87); woraus die obige Behauptung folgt, da die Ebene 
von i Symmetrieebene unserer Fläche ist. Die Schar der Flächen 
2. Grades besitzt in der Ebene von i Hauptschnitte, die mit i kon- 
fokal sind. Durch Wahl dieses Hauptschnittes bestimmen sich die 
anderen unmittelbar. 
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Jede Fläche der Schar wird von unserer Fläche längs einer 
Raumkurve 4. Ordnung berührt. Denn die Tangentialebenen in den 
Schnittpunkten dieser Kurve mit einer beliebigen Ebene gehen durch 
den Pol dieser Ebene in bezug auf die Fläche 2. Grades; da aber 
jene Tangentialebenen auch die Fläche von gleichfö];iniger Neigung 
berühren und diese von der 4. Klasse ist, so gehen nur vier durch 
den genannten Pol, die Berührungskurve ist also von der 4. Ordnung. 
Sie projiziert sich demnach auf jede der drei Symmetrieebenen — 
und somit auch auf Hi, TTj und TTg — als Kegelschnitt Die Scheitel 
dieser Kegelschnitte sind die Projektionen der Berührungspunkte der 
betreflFenden Fläche 2. Grades oder ihrer Hauptschnitte mit den Ge- 
raden AJS, Ä^E, BCj ByC und den vier Brennpunktstangenten von i. 

Die Schiiittkurve unserer Fläche mit einer beliebigen Ebene E 
erhält man, indem . man ihre Erzeugenden mit E schneidet Zu 
diesem Zwecke lege man durch 8 eine zu E parallele Ebene A und 
suche ihre Spur d^ in der Ebene des Kreises ä, dieselbe ist zur ersten 
Spur e^ von E parallel. Ist dann h eine Erzeugende, H ihr erster 
Spurpunkt, g die Parallele zu h durch S, G ihr Spurpunkt auf A; 
ist femer R der gesuchte Schnittpunkt und p die zugehörige Tan- 
gente der Schnittkurve, so schneiden sich e^ und die Tangente des 
Punktes H von i im ersten Spurpunkte F^ von p. Die Gerade p 
ist aber parallel zu SN^^ wenn N^ der Schnittpunkt von d^ mit der 
Tangente des Punktes von k ist; denn die Ebenen, die sich in 
diesen Geraden schneiden, sind parallel. Man zeichne also P^ und 
N^ und ziehe durch Pj eine Parallele zu N^8\ diese berührt dann 
die Schnittkurve in ihrem auf h liegenden Punkte R [P-^R' \\ N^S', 
HP^ J. h'y GN^ ^_ ff'). Die Asymptoten der Schnittkurve erhält man, 
indem man diese Konstruktion auf die zu E parallelen Erzeugenden 
der Fläche anwendet 

Die Tangentialebenen, die man aus einem beliebigen Punkte 
an die Fläche legen kann, haben die Eigenschaft, daß ihre ersten 
Spuren einerseits die Ellipse i und andererseits den ersten Spurkreis 
des Eichtungskegels aus dem gewählten Punkte berühren, woraus 
sie sich ergeben. 

Regelflächen. 

389. Bewegt sich eine Gerade nach irgend einem Gesetz, so 
erzeugt sie eine Regelfläche, d. h. die Gerade gehört in allen durch 
die Bewegung angenommenen Lagen der ßegelfläche an; diese Ge- 
raden heißen die Erzeugenden der Fläche. Zwei benachbarte 
Erzeugenden sind im allgemeinen windschief zueinander, so daß die 
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Tangentialebenen in den Punkten einer Erzeugenden voneinander 
verschieden sind. Wenn dagegen je zwei benachbarte Erzeugende 
sich schneiden, so ist die Fläche abwickelbar und jede Tangential- 
ebene berührt sie längs einer Erzeugenden (230). Von den ab- 
wickelbaren Flächen sehen wir hier ab und betrachten nur die 
allgemeinen Eegelflächen, die auch windschiefe Regelflächen 
genannt werden.^*) 

Die Schnittkurve s einer Eegelfläche mit einer Ebene E ent- 
hält die Gesamtheit der Durchstoßpunkte der Erzeugenden mit der 
Ebene; jede Erzeugende trägt einen Punkt der Schnittkurve. Geht 
""die schneidende Ebene durch eine Erzeugende g, so wird jede 
weitere Erzeugende diese Ebene in einem Punkte schneiden, und 
aUe diese Punkte liegen auf der Schnittkurve s. Während eine 
Gerade durch Bewegung die Eegelfläche erzeugt, erzeugt ihre Schnitt- 
punkt mit E die Kurve *; passiert die Gerade dabei die Lage ff, 
so passiert auch der zugehörige Punkt von s die Erzeugende ff 
wegen der Kontinuität; dieser Schnittpunkt von s und ff sei P. Daß 
es im allgemeinen noch weitere Schnittpunkte von ff und s gibt, 
werden wir weiterhin sehen. Die Ebene E durch ff berührt die 
Eegelfläche im Punkte P von ff. Denn die volle Schnittkurve von E 
mit der Fläche besteht aus s und ff, sie hat in P einen Doppelpunkt, 
und jede durch P laufende Gerade von E berührt daselbst die Fläche. 
Speziell ist die Tangente t von s im Punkte P eine Haupttangente 
der Eegelfläche, d. h. sie oskuliert dieselbe (324 Bd. I); die andere 
Haupttangente wird von der Erzeugenden ff gebildet 

Dreht sich die Ebene E um ff, so verschiebt sich auch ihr Be- 
rührungspunkt P auf ff und damit die zugehörige Haupttangente t 
Wir haben nun den Satz, daß die Haupttangenten in allen 
Punkten einer Erzeugenden auf einem Hyperboloide liegen, 
dessen eine Schar sie bilden. Sind nämlich P^, P^, Pg drei 
Punkte auf ^ und t^, t^, tg die zugehörigen Haupttangenten, so kann 
man durch f^, t^, t^ ein Hyperboloid legen (160), und dieses oskuliert 
die Eegelfläche längs der Erzeugenden ff. Denn jede der Geraden 
ty^, t^, t^ trifft außer ff noch zwei benachbarte Erzeugende der Eegel- 
fläche, und diese drei benachbarten Erzeugenden gehören auch dem 
Hyperboloid an. Man kann auch zu dem längs ff oskulierenden 
Hyperboloide gelangen, indem man zuerst ein Hyperboloid durch ff 
und zwei weitere Erzeugende legt und dann einen Grenzprozeß 
macht, bei dem die beiden weiteren Erzeugenden nacheinander auf 
der Eegelfläche nach ff hin verschoben werden. Jede Erzeugende 
des oskulierenden Hyperboloides, die zu der gleichen Schar wie 
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t^, /g, ^3 gehört, ist eine Haupttangente der Regelfläche, da sie drei 
benachbarte Punkte mit ihr gemein hat. 

Nimmt man in P^, P^, P^ statt der Haupttangenten irgend welche 
andere Tangenten der ßegelfläche, so geht durch sie ein Hyper- 
boloid, das die ßegelfläche längs ff berührt 

340. Die Schnittkurve der ßegelfläche mit einem beliebigen 
Hyperboloide wird von jeder Erzeugenden jener Fläche in je zwei 
Punkten getrofifen. Das gilt auch noch, falls das Hyperboloid die 
Erzeugende ff enthält und längs ihr die Fläche oskuliert. Das osku- 
lierende Hyperboloid schneidet also aus der ßegelfläche eine Kurve q 
aus, die mit jeder Erzeugenden zwei Punkte gemein hat, mithin"** 
wegen der Kontinuität auch mit ff zwei Punkte Q^ und Q^. Während 
nun im allgemeinen die Haupttangenten in den Punkten von ff drei 
unendlich nahe Punkte mit der ßegelfläche gemein haben und sie 
außerdem noch in einer Anzahl davon getrennt liegender Punkte 
schneiden, die der Kurve q angehören, haben die beiden Haupt- 
tangenten durch Q^ resp. Q^ vier benachbarte Punkte mit der ßegel- 
fläche gemein, indem zugleich einer ihrer Schnittpunkte mit q nach 
Q^ resp. §2 hereingerückt ist. Die Tangentialebenen in Q^ resp. 
§2 schneiden deshalb die ßegelfläche — abgesehen von ff — in 
Kurven, die Q^ resp. Q^ zu Wendepunkten und die bezüglichen 
Haupttangenten zu Wendetangenten haben, denn diese müssen die 
ebenen Schnittkurven in vier unendlich nahen Punkten schneiden. 
Unter den Ebenen durch eine beliebige Erzeugende einer 
ßegelfläche gibt es zwei, deren Berührungspunkte für die 
zugehörige Schnittkurve Wendepunkte sind. 

341, Wird die ßegelfläche von einem Hyperboloid längs einer 
Erzeugenden ff oskuliert, so schneidet jede Ebene durch ff ßegel- 
fläche und Hyperboloid in einer Kurve und einer Geraden, die durch 
den nämlichen Punkt von ff gehen und sich daselbst berühren. In 
den Punkten von ff stimmen also die zugehörigen Tangentialebenen 
der ßegelfläche und des Hyperboloides überein. Nun ist aber bei einem 
Hyperboloide der Büschel der Ebenen durch eine Erzeugende pro- 
jektiv zu der auf der Erzeugenden liegenden ßeihe ihrer Berührungs- 
punkte (159). Das muß also auch für die ßegelfläche gelten und 
wir haben den Satz: Dreht sich eine Ebene um eine Er- 
zeugende einer ßegelfläche, so durchläuft ihr Berührungs- 
punkt diese Erzeugende derart, daß der Büschel der 
Ebenen zu der ßeihe ihrer Berührungspunkte projektiv ist. 

In jedem Punkte einer Erzeugenden ff der ßegelfläche ist die 
Flächennormale zu der betreffenden Tangentialebene senkrecht; es 
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ist deshalb auch die Keihe der Punkte auf ff projektiv zu dem 
Büschel der Ebenen durch ff, welche die in den Funktion errichteten 
Flächennormalen enthalten. Wir schließen nun weiter, daß die 
Normalen einer Kegelfläche in den Punkten einer Er- 
zeugenden ein hyperbolisches Paraboloid bilden, das als 
Normalenparaboloid bezeichnet wird. Denn einerseits sind 
alle diese Normalen zu einer Ebene parallel, da sie auf der näm- 
lichen Erzeugenden senkrecht stehen; andererseits bestimmt jede Nor- 
mal auf der Erzeugenden einen Punkt und mit ihr eine Ebene, und 
die Reihe dieser Punkte ist mit dem Büschel dieser Ebenen projektiv. 

242. Jede Ebene durch eine Erzeugende ff einer Regelfläche 
berührt dieselbe in einem Punkte von ff. Dieser Punkt liegt, wie 
wir sahen, auf der Schnittkurve der Ebene mit der Fläche und ist 
deshalb benachbart zu dem Schnittpunkte der Ebene mit einer zu 
ff benachbarten Erzeugenden. Insbesondere heißt die Ebene, welche 
die Fläche im unendlich fernen Punkte von ff berührt, eine asym- 
ptotische Ebene der Fläche. Ihre Schnittkurve kann also die 
zu ff benachbarte Erzeugende nicht im Endlichen treffen, d. h. die 
asymptotische Ebene ist zu ff und der benachbarten Erzeugenden 
parallel. Die asymptotischen Ebenen einer Regelfläche 
sind deshalb zu den Tangentialebenen ihres Richtkegels 
parallel, dessen Mantellinien den Erzeugenden der Fläche parallel 
laufen. Der Berührungspunkt derjenigen Ebene durch ff, die auf 
der asymptotischen Ebene durch ff senkrecht steht, heißt der 
Zentralpünkt der Erzeugenden ff. Nach (227) ist der Zentral- 
punkt von ff derjenige Punkt, der den kleinsten Abstand von der 
Nachbarerzeugenden besitzt. Der Ort der Zentralpunkte aller Er- 
zeugenden einer Regelfläche heißt ihre Striktionslinie. 

343. Eine Regelfläche besitzt im allgemeinen eine oder 
mehrere Doppel- oder auch vielfache Kurven. Schneiden 
sich nämlich zwei Erzeugende ff und h der Fläche, so wird auch, 
wie aus der Erzeugung der Fläche durch eine bewegte Gerade folgt, 
die zu ff, benachbarte Erzeugende ^/^ von einer zu h benachbarten 
Erzeugenden ä^ getroffen werden u.s.f.; auf diese Weise entsteht 
eine Doppelkurve. Daß aber eine Erzeugende ff im allgemeinen 
mehrere andere Erzeugende trifft, erkennt man in folgender Weise. 
Eine beliebige Ebene durch ff schneidet die Fläche in einer Kurve s, 
die ff in dem Berührungspunkt P der Ebene trifft und außerdem 
im allgemeinen noch in mehreren weiteren Punkten Q^, Q2 • • • • Durch- 
läuft nun ein Punkt die Kurve s, so beschreibt die ihn tragende 
Erzeugende die Regelfläche. Passiert dabei der Punkt die Lage P, 
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80 passiert die zugehörige Erzeugende die Lage^; passiert dagegen 
der Punkt eine der Lagen Q^, Q, • . », so nimmt die zugehörige 
Erzeugende Lagen an^ die zu ff nicht benachbart sind, weil F und Q 
nicht benachbart sind. Die Punkte Q^, Q2 * * * gehören somit der 
Doppelkurve an. 

Auf der Doppelkurve d einer Eegelfläche gibt es besondere 
Punkte, zu denen wir durch folgende Überlegung gelangen. Durch 
einen beliebigen Punkt P von d gehen zwei Erzeugende e^ und e^, 
die auf einer ebenen Schnittkurve $ der Eegelfläche die beiden 
Punkte JE^ und JS^ ausschneiden mögen. Liegen nun jS!^ und £^ 
auf dem nämlichen Kurvenzweige von s und bewegt sich P auf d, 
so durchlaufen JS^j und H^ den ganzen Kurvenzweig. Denn ein Um- 
kehren der Bewegung kann nicht stattfinden, da durch jeden Punkt 
von s nur eine Erzeugende geht (in den Doppelpunkten kann jeder 
Zweig für sich betrachtet werden). Durchlaufen hierbei S^ und JS^ 
die Kurve in entgegengesetzter Eichtung, so gibt es gewisse Lagen, 
für die e^ und e^ zusammenfallen. Eine solche Gerade wird Torsal- 
linie der Eegelfläöhe, der zugehörige Punkt auf der Doppelkurve 
Kuspidalpunkt genannt. Die Fläche wird längs der TorsaUinie 
von der nämlichen Ebene berührt. Das eine der beiden Stücke der 
Doppelkurve, die in einem Kuspidalpunkt zusammenstoßen, verläuft 
isoliert, da keine reellen Erzeugenden durch seine Punkte hindurch- 
gehen. Während jede Schnittkurve durch den beliebigen Punkt P 
von d einen Doppelpunkt besitzt, dessen beide Tangenten in Ebenen 
liegen, die durch die Tangente von d in P und die Erzeugenden e^ 
resp. e^ gehen, schneidet jede Ebene durch einen Kuspidalpunkt die 
Fläche in einer Kurve mit Spitze. Jede Ebene durch eine Torsal- 
linie berührt die Fläche in dem zugehörigen Kuspidalpunkt; denn 
alle übrigen Punkte der Torsallinie haben eine bestimmte gemein- 
same Tangentialebene. Jede Umrißlinie und jede Eigen- 
schattengrenze geht durch alle Kuspidalpunkte hindurch 
und berührt in ihnen die zugehörige Torsallinie. Es folgt 
dieses einfach aus den Definitionen dieser Kurven. Vielfache Kurven 
der Eegelfläche lassen sich ähnlich wie die Doppelkurven unter- 
suchen, wenn man jedesmal nur zwei der Flächenmäntel durch die 
vielfache Kurve in Betracht zieht. 

244. Wir wenden uns jetzt der Erzeugung der Eegel- 
fläche n zu. Die Zahl der Geraden im Eaume ist eine vierfach 
unendliche. Demnach ist die Zahl aller Eaumgeraden, die drei 
einfache Bedingungen erfüllen, einfach unendlich groß, d. h. diese 
Geraden sind die Erzeugenden einer Eegelfläche. Diese Bedingungen 
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können von der verschiedensten Art sein, und es mögen einige hier 
aufgezählt werden. 

Eine Eegelfläche entsteht, wenn eine Gerade als Erzeugende 
an drei festen Kurven, den Leitkurven, hingleitet, wobei sie be- 
ständig gemeinsame Sekante dieser Kurven bleibt Legt man aus 
einem Punkte der ersten Leitkurve Kegelflächen durch die zweite 
und dritte, so sind ihre gemeinsamen Mantellinien Erzeugende der 
Kegelfläche. Von den drei Leitkurven kann auch eine unendlich 
fem gewählt werden, d. h. es können zwei Leitkurven und der 
Eichtungskegel der Eegelfläche gegeben sein. Es lassen sich dann 
die Erzeugenden als gemeinsame Mantellinien zweier Cylinder ge- 
winnen. 

An die Stelle der drei Leitkurven oder auch einzelner der- 
selben können Leitflächen treten, die von den Erzeugenden be- 
rührt werden sollen. Ist noch eine Leitkurve vorhanden, so kann 
man von jedem ihrer Punkte die Tangentenkegel an die beiden 
Leitflächen legen, ihre gemeinsamen Mantellinien bilden dann die 
Eegelfläche. Sind drei Leitflächen gegeben, so wählt man noch eine 
Gerade ff, die auch unendlich fem sein kann, und bestimmt die 
Eegelfläche zu dieser Geraden als Leitlinie und zu zwei von den 
gegebenen Flächen als Leitflächen. Diese Eegelfläche schneidet 
man mit der dritten Leitfläche, dann sind die Tangenten der Schnitt- 
kurve, welche ff treffen. Erzeugende der gesuchten Eegelfläche. 
Besitzt nämlich der Punkt P der Schnittkurve eine die Gerade ff 
schneidende Tangente t und wäre diese nicht gleichzeitig Tangente 
der beiden ersten Leitflächen, so müßten in der Ebene fft zwei 
gemeinsame benachbarte Tangenten dieser beiden Leitflächen liegen, 
die von P und dessen Nachbarpunkt ausgingen. Schneidet die 
Ebene fft beide Leitflächen in gewöhnlichen Kurven, so ist dieses 
unmöglich; es tritt jedoch ein, wenn sie eine von ihnen berührt. 
Solche Tangenten der Schnittkurve, die mit ff eine Tangentialebene 
von einer der beiden Leitflächen bestimmen, gehören also der ge- 
suchten Eegelfläche nicht an. 

Eine Eegelfläche entsteht auch, wenn eine Gerade als Er- 
zeugende an zwei festen Leitkurven so hingleitet, daß die von den 
Leitkurven auf der Geraden begrenzte Strecke konstant bleibt, oder 
daß die Gerade eine der Leitkurven unter konstantem Winkel 
schneidet. Ln ersten Falle, verlaufen die Erzeugenden von einem 
Punkt der ersten Leitkurve nach denjenigen der zweiten, die auf 
einer Kugel mit jenem Punkt als Mittelpunkt und mit der kon- 
stanten Strecke als Eadius liegen. Im zweiten Falle tritt an die 
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Stelle der Engel ein Rotationskegel, dessen Spitze ein Punkt der 
ersten Leitkurve, dessen Achse die zugehörige Tangente ist und 
dessen Mantellinien den konstanten Winkel mit ihr einschließen. 

Eine Begelääche wird auch von den Normalen gebildet, die auf 
einer gegebenen Fläche in den Punkten einer gegebenen Kurve er- 
richtet sind; man bezeichnet sie als Normalenfläche. 

245« Es mögen hier einige Sätze über algebraische Kurven 
und Flächen ohne Beweis mitgeteilt werden, deren Beweis in der 
analytischen Geometrie auf einige Fundamentalsätze der Algebra 
basiert wird. Sie werden gelegentlich hier und da eine Anwendung 
finden, doch wird der ganze Verlauf unserer Untersuchungen auch 
beim Weglassen dieser wenigen Stellen verständlich bleiben. Die 
Algebra zeigt, daß eine Gleichung n. Grades n Wurzeln besitzen 
muß, die teils reell, teils imaginär sein können. Die imaginären 
Wurzeln sind paarweise konjugiert, d. L sie bilden die Wurzel- 
paare quadratischer Gleichungen mit reellen Koeffizienten. Zwei 
Gleichungen vom n. resp. m. Grade mit zwei Veränderlichen besitzen 
nm, drei Gleichungen vom n., m. und L Grade mit drei Veränder- 
lichen besitzen nml gemeinsame Lösungen; die auftretenden ima- 
ginären Lösungen sind wieder paarweise konjugiert. Die Anwen- 
dung dieser Sätze auf Kurven und Flächen ist es, um die es sich 
hier handelt Eine ebene Kurve n. Ordnung ist eine solche, die 
von jeder Geraden in n Punkten geschnitten wird, die alle oder teil- 
weise imaginär sein können. Die imaginären Schnittpunkte sind 
paarweise konjugiert und können durch Kegelschnitte (oder Kreise) 
ausgeschnitten werden, d. h. man kann sie als die imaginären, sich 
selbst entsprechenden Punkte gleichlaufender involutorischer Punkt- 
reihen definieren. Auch bei allen folgenden Definitionen und Sätzen 
können die auftretenden Punkte oder Geraden paarweise konjugiert 
imaginär sein, was nicht jedesmal erwähnt werden soll. 

Eine ebene Kurve ist von der k Klasse, wenn man von 
jedem Punkte k Tangenten an sie legen kann. 

Eine Fläche ist von der w. Ordnung und der ä. Klasse, 
wenn jeder ebene Schnitt von der n. Ordnung und jeder Tangenten- 
kegel von der h. Klasse ist. Die Fläche schneidet also jede Gerade 
in n Punkten und schickt durch jede Gerade k Tangentialebenen. 

Eine Raumkurve ist von der n. Ordnung und der 
k. Klasse, wenn sie mit jeder Ebene n Punkte gemein hat und 
durch jeden Punkt k Schmiegungsebenen schickt. 

Ordnung und Klasse einer Kegelfläche sind zugleich Ordnung 
und Klasse ihrer Schnittkurven. Zwei ebene Kurven n. und m. 
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Ordnung haben nm Punkte, zwei Kurven k. und i. Klasse haben 
kl Tangenten gemein. 

Zwei Flächen n. und m. Ordnung schneiden sich in einer Eaum- 
kurve nm, Ordnung; zwei Flächen k. und i. Klasse werden von einer 
abwickelbaren Fläche ki. Klasse umhüllt. 

Drei Flächen «., m, und /. Ordnung haben nml Punkte ge- 
mein; eine Kurve v. Ordnung und eine Fläche /. Ordnung haben vi 
Punkte gemein. 

Ordnung und Klasse einer ßegelfläche sind einander 
gleich, man bezeichnet diese Zahl als ihren Grad. Schneidet 
nämlich eine Gerade die Fläche in n Punkten, so geht durch jeden 
eine Erzeugende derselben; diese Erzeugenden bestimmen mit jener 
G-eraden n Ebenen, welche die Fläche in den zugehörigen Punkten 
von ff berühren. Andere Tangentialebenen durch ff gibt es nicht, 
da jede eine Erzeugende enthalten muß. 

Jede Erzeugende trifft die Doppelkurve in n—2 Punkten; denn 
eine Ebene durch sie schneidet die Fläche noch in einer Kurve 
(n—1). Ordnung, und von den n—1 Schnittpunkten der Kurve mit 
der Erzeugenden stellt einer den Berührungspunkt der Ebene dar, 
während die übrigen n—2 Punkte der Doppelkurve angehören. 

346* Sind die drei Leitkurven c^, c^, c^ einer ßegel- 
fläche beziehentlich von der n^, Wg. und Wg. Ordnung, so 
ist die Regelfläche von der 2njn^n^. Ordnung und die Leit- 
kurven sind vielfache Kurven beziehentlich von der n^n^,, 
WgWj. und n^n^. Ordnung. Dabei ist vorausgesetzt, daß sich die 
Leitkurven nicht gegenseitig schneiden. Zum Beweis gehen wir 
von einem Hyperboloid mit den Leitgeraden ff^, ff^, ff^ aus; die 
Kurve Cj schneidet dasselbe in 2c^ Punkten, d. h. ff^, ff^, q^ und Cj 
haben 2n^ gemeinsame Sekanten. Deshalb ist die Eegelfläche mit 
den Leitlinien c^, ff^, ff^ von der 2n^, Ordnung, denn sie schneidet 
die beliebige Gerade ^^ in 2wj Punkten. Diese ßegelfläche schneidet 
Cg in 271^712 Punkten, so daß c^, c^, ff^, ff^, zusammen 2n^n^ Sekanten 
aufweisen; deshalb ist die Regelfläche mit den Leitlinien c^, c^, ff^ 
von der 2nj^n^, Ordnung, da sie die beliebige Gerade ff^ in 2n^7i^ 
Punkten schneidet. Die letztgenannte Regelfläche trifft Cg in 2n^n^n^ 
Punkten; die vier Kurven c^, Cg, Cg, ff^ haben also 2n^n^n^ gemein- 
same Sekanten, so daß die Regelfläche mit den drei gegebenen 
Leitkurven c^, Cg, Cg den Grad 2n^n^n^ besitzt. Durch jeden Punkt 
von Cj gehen n^n^ Erzeugende, es sind die gemeinsamen Mantel- 
linien der Kegelflächen durch c^ resp. Cg mit dem gemeinsamen 
Scheitel auf c^. 
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Haben die Leitkurven c^ und Cj einen Punkt gemein, so ist er 
der Scheitel eines Kegels n^. Ordnung mit c^ als Leitkurve; seine 
Mantellinien sind ebenfalls gemeinsame Sekanten der drei Kurven 
^v ^8> ^s' Sehen wir von dieser Kegelfläche ab, so ist die eigent- 
liche Eegelfläche mit den Leitkurven c^, c^, c^ nur noch von der 
Ordnung (^Zn^n^n^—n^)\ c^ ist nur noch vielfache Kurve von der 
Ordnung {n^n^ — l). Man erkennt hieraus die Wirkung jedes gemein- 
samen Punktes zweier Leitkurven auf die Eeduktion der Ordnung. 

AJs Beispiel mag das Hyperboloid dienen; drei Kegelschnitte 
*i> Kf *s' ^^ ^^^^ ^^ 2^®^ ^^^ ^^^^ j® zweimal schneiden, können 
als Leitkurven benutzt werden. Die gemeinsamen Sekanten der 
drei Kegelschnitte bilden eine Fläche 16, Ordnung, zu der auch 
sechs Kegelflächen 2. Ordnung gehören, so daß die eigentliche Regel- 
fläche nur noch von der 4. Ordnung ist Es ist diese Fläche nichts 
anderes, als das doppelt gezählte Hyperboloid, das einmal von den 
Erzeugenden der einen Schar und einmal von denen der andern 
Schar gebildet wird. 

Die ßegelfläche mit den Leitkurven c^, Cj, c^ weist auf jeder 
dieser Kurven eine Anzahl Kuspidalpunkte auf. Die Kuspidal- 
punkte auf Cj werden durch die abwickelbare Fläche mit den Leit- 
kurven Cg und Cg ausgeschnitten. Denn ist P ein solcher Punkt, 
e die Erzeugende der abwickelbaren Fläche durch ihn und sind 
Q^ und Qg ihre Schnittpunkte mit c^ und Cg, dann berührt die 
Tangentialebene längs e die beiden Kurven c^ und Cg in diesen 
Punkten. Es gibt also durch P zwei unendlich nahe gemeinsame 
Sekanten von c^ und Cg, da die Kegel aus P durch c^ resp. Cg sich 
längs e berühren. 

Wir wollen nun zur Behandlung einzelner Eegelflächen übergehen. 

247. Das Konoid, Umriß und Eigenschatten. Besitzt 
eine Regelfläche außer einer Leitkurve c noch eine Leit- 
gerade ff im Endlichen und eine unendlich ferne Leit- 
gerade, so heißt sie Konoid.*^) Die Erzeugenden des Konoides 
sind die gemeinsamen Sekanten von ff und c, die einer bestimmten 
Ebene, der Eichtebene, parallel sind; c ist eine einfache Kurve 
der Fläche. An die Stelle der Leitkurve c kann auch eine Leit- 
fläche treten. Man unterscheidet gerade und schiefe Konoide, je 
nachdem ff auf der Eichtebene senkrecht steht oder nicht. 

Da hier alle asymptotischen Ebenen der Eichtebene parallel 
sind, so stehen die Tangentialebenen in den Zentralpunkten der 
einzelnen Erzeugenden auf derselben senkrecht. Die Striktions- 
linie — der Ort der Zentralpunkte — fällt sonach mit dem wahren 
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umriß zusammen, der einer Projektionsrichtung senkrecht zur Eicht- 
ebene entspricht. Die Tangentialebenen an c parallel zur ßichtebene 
schneiden ff in den Kuspidalpunkten; ebenso schneiden die 
Tangentialebenen an c durch ff die unendlich ferne Leitgerade in 
Kuspidalpunkten; die zugehörigen Erzeugenden sind Torsallinien 
der Fläche. 

Um Punkte des Umrisses oder der Eigenschattengrenze zu 
erhalten, bestimmt man auf jeder Erzeugenden den Berührungspunkt 
der durch sie parallel zur Projektions- oder Lichtrichtung gelegten 
Ebene. Diese Bestimmung geschieht mit Hilfe eines Paraboloides, 
das die Eegelfläche längs der betreffenden Erzeugenden berührt; 
jene Elbene berührt beide Flächen in dem nämlichen Punkte. Führt 
man das Paraboloid ein, welches das Konoid längs einer Erzeugen- 
den e oskuliert, so gehen die scheinbaren Umrisse beider Flächen 
durch den nämlichen Punkt von e und berühren sich daselbst; auch 
ihre Lichtgrenzen berühren sich in einem Punkt von e. 

348. Das gerade Kreiskonoid, seine Tangentialebenen, 
das oskulierende Paraboloid (Fig. 128). Wir nehmen seine 
ßichtebene horizontal, seine Leitgerade ff — eine Doppelgerade 
der Fläche — also vertikal und auch die Ebene seines Leitkreises k 
möge vertikal gestellt sein. Diese machen wir zur Aufrißebene 
Hg, ^" möge Ä in ^ und Ä^ schneiden, B und Äj seien die Punkte 
von k mit horizontaler, C und (7^ die mit vertikaler Tangente. Die 
X-Achse möge k in £^ berühren; außerdem benutzen wir noch eine 
Horizontalebene Hg durch den Mittelpunkt M von ä. Das Konoid 
soll nicht in seiner unendlichen Ausdehnung, sondern es soll nur 
sein zwischen ff und k liegender Teil dargestellt werden. Die Er- 
zeugenden durch C und C^ sind Torsallinien der Fläche; längs der- 
selben wird sie von Vertikalebenen berührt, also gehören GC und 
GC^' dem Umriß in TTi an {G erster Spurpunkt von^). Ebenso sind 
die Erzeugenden durch £ und B^ Torsallinien; längs derselben wird 
die Fläche von Horizontalebenen berührt, also gehören BH'' und 
B^G'' dem Umriß in Hg an [H"^ff" X BR', BH"\\x). 

Die Parallelebenen zu TTg schneiden das Konoid in Ellipsen, 
deren Aufirisse zu k affin sind, wobei ff" die Affinitätsachse bildet, 
Ist nämlich d^ die erste Spur einer solchen Ebene, s ihre Schnitt- 
kurve, und trifft eine beliebige Erzeugende e die Kurven ä, s und ff 
bezügHch in den Punkten E, F und D{I)'= G, ED" \\x,F^d^x GE'\ 
so ist P"I>" : ED" = FG : WG eine konstante, von der Wahl der Er- 
zeugenden unabhängige Größe, nämlich gleich dem Verhältnis der 
Abstände der Parallelen d^ und x von (?. Das beweist aber das 
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Gesagte; zugleich folgt daraus, daß die Tangenten von A in ^ und 
von s" m P" sich in einem Punkte K" von /' schneiden. 

Die Erzeugende durch P und die Tangente von * in P liegen 
in der Tangentialebene von P, ihre Spurlinie JF in TTg ist parallel 
zu F'G und geht durch den in TTg liegenden Spurpunkt / der Tan- 
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Fig. 128. 



gente von s (y^HgXHg, /"=Z"P"xy, J'F\\OEy Man kann 
die Tangente von * in P auch durch folgende Überlegung gewinnen. 
Alle horizontalen Geraden, die g und die im Punkte E an den 
Kreis k gelegte Tangente treffen, liegen auf einem Paraboloide, das 
die Eegelfläche längs der Erzeugenden I)E berührt; zu diesen hori- 
zontalen Geraden gehört auch die in K" auf TTg senkrechte Gerade. 
Die Erzeugenden der anderen Schar des Paraboloides sind zu TTj 
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parallel, zu ihnen gehört auch die Tangente von s in P\ ihre Auf- 
rißprojektion muß folglich durch K" gehen. 

Ist umgekehrt eine Ebene durch die Erzeugende DE gegeben 
und soll ihr Berührungspunkt gefunden werden, so suche man ihre 
Spurlinien in TT2 und TT3, etwa EF und tTFWGB', schneide die 
Tangente im Punkte E von k mit g'' in K" und ziehe K"P"\\EF, 
dann ist P" der Aufriß des gesuchten Punktes. 

Das die Regelfläche längs e oskulierende Paraboloid hat 
ebenfalls eine Schar horizontaler Erzeugenden; die andere Schar 
wird von den Haupttangenten in den Punkten von e gebildet. Zu 
diesen gehört die Gerade g, deshalb sind die ersten Projektionen 
jener Haupttangenten parallel, und es genügt die Bestimmung der 
Haupttangente im Punkte E von k. Sie liegt in der zugehörigen 
Tangentialebene T, deren zweite Spur die Tangente ET von k ist 
[T^r^ETxy) und deren dritte Spur TU durch T parallel zu e läuft 
(y auf T, TU'\\e'\ Wir gelangen nun zur Haupttangente t in E 
durch folgenden Grenzprozeß. Der Büschel der Ebenen durch e ist 
projektiv zur Reihe ihrer Berührungspunkte auf e (241) und zu dem 
Büschel ihrer zweiten Spurlinien, also auch zu der Reihe ihrer 
Schnittpunkte mit k (47). Zieht man in einer Ebene Z jenes Büschels 
die Verbindungslinie v ihres Berührungspunktes und ihres Schnitt- 
punktes mit Ä, so berührt sie die Fläche in ersterem und schneidet 
sie in letzterem. Dreht sich Z um e bis sie in die Lage T kommt, 
so bewegt sich v; derart, daß ihr Berührungs- und ihr Schnittpunkt 
gleichzeitig nach E rücken; v geht also in die Haupttangente t von E 
über. Die Geraden v verbinden aber entsprechende Punkte der pro- 
jektiven Punktreihen auf e und k. Projiziert man nun die auf k 
liegende Punktreihe aus einem beliebigen Punkte von k auf ET, so 
ist auch die Punktreihe auf ET projektiv zu der Reihe auf e\ diese 
Reihen sind sogar perspektiv, da ihr gemeinsamer Punkt E sich 
selbst entspricht. Die Verbindungslinien entsprechender Punkte der 
Reihen auf e und ET laufen somit alle durch den nämlichen Punkt, 
er liegt auf der Haupttangente t Die Grenzlage der Geraden durch 
entsprechende Punkte von e und ET fällt nämlich mit der Grenz- 
lage der Geraden durch entsprechende Punkte von e und k zu- 
sammen. Denn der Abstand der entsprechenden Punkte von k 
und ET wird unendlich klein von der 2. Ordnung, wenn ihre Ab- 
stände von E unendlich klein von der 1. Ordnung werden. Gleiches 
gilt auch für die Projektionen. 

Den Punkten L", E und 00 von e" entsprechen die Punkte X^, 
E und X von h {EX=e'\ J^XJ|/'). Projizieren wir die letzteren 

15* 



228 Verschiedene Flächen. 



aus JE^ auf JST {EE^ Durchmesser von h\ so erhalten wir die Punkte 
T^, E und Y^ [ET^ = 2ET, EF^ =. 2Er, wenn 7= ETx BB^ ist), 
T^B" und die Parallele zu e" durch T"^ schneiden sich dann in 
einem Punkte von t'\ Da in der Figur dieser Schnittpunkt zu weit 
hinausfällt, wurde T mit dem Mittelpunkte Q" von B"E verbunden und 
diese Gerade mit der Parallelen zu e" durch Y in f" geschnitten. 
BV" == t" ist der Aufriß der Haupttangente t\ ihr Grundriß ist 
r = ET, wo r der Schnittpunkt von Tq mit der Parallelen 
zu e durch jS^ ist (Q'G = Q'-£^'). In der Figur ist noch der dritte 
Spurpunkt TJ von t eingetragen ( TJ" = t" xy, U' ^ t' x T' V, 
TV'\\e', W'W ^x). 

249. Eigenschatten beim geraden Kreiskonoid. Die 
vorausgehenden Darlegungen setzen uns in den Stand, jetzt un- 
mittelbar Punkte und Tangenten der Eigenschattengrenze u anzu- 
geben. Ist l die Lichtstrahlrichtung, und wollen wir auf der Er- 
zeugenden BE (B"E, GW) den Punkt von u finden, so legen wir 
durch i)(i>", (?) den Lichtstrahl und zeichnen seinen zweiten Spur- 
punkt L^y dann ist EL^ die zweite und F'tF die dritte Spurlinie 
einer Ebene [EL^ x y = F, FJ' || e\ deren Berührungspunkt P auf 
der Lichtgrenze liegt und wie oben gefunden wird ißK" tangiert ä, 
K"B"\EL^ Die Lichtgrenze berührt nach 243 die vier Torsal- 
linien in ihren Kuspidalpunkten, sie besteht also aus zwei Teilen. 
Der eine Teil liegt zwischen den Erzeugenden durch B und C, be- 
rührt erstere in H und nähert sich der andern asymptotisch; der 
zweite Teil liegt zwischen den Erzeugenden durch jB^ und C^ und 
verhält sich analog. Die Aufrisse v!' beider Teile nähern sich der 
Geraden y asymptotisch. 

Um die Tangente der Lichtgrenze m in P zu finden, suchen wir 
zunächst die Haupttangente BN in P in der vorher geschilderten 
Weise {B'N' \ t'\ Nach 375 Bd. I wird aber der Winkel zweier 
Kurven durch P, von denen die eine der Schlagschatten der andern 
ist, durch die Lichtgrenze und den Lichtstrahl harmonisch geteilt. 
Nun fällt der Schatten von e auf die Schnittkurve der Fläche mit 
der durch e gelegten Lichtebene, und diese Kurve wird von der 
Haupttangente berührt. Folglich wird der Winkel der Geraden e 
und BN durch PO (|| l) und die Tangente BS von u harmonisch geteilt; 
auch ihre dritten Spurpunkte auf JE liegen harmonisch. Da aber 
der Spurpunkt von e unendlich fem ist, so ist N' S' = N'0\ wenn 
den dritten Spurpunkt von BO und Ä den der gesuchten Tangente PÄ 
bedeutet. Somit ist die Tangente B' 8' von u gefunden; durch 
Lotung von 8' auf y als 8" ergibt sich die Tangente B" 8*' von vl\ 
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Der Schlagschatten u^ der Fläche auf W^ umhüllt die Schatten der 
Erzeugenden, 

Das gerade Konoid findet praktische Anwendung als Wölb- 
fläche des Eingangs in einen runden Turm oder in ein 
Kuppelgewölbe. Seine Richtebene ist dann horizontal, seine Leit- 
linie vertikal und fällt mit der Achse des Cylinders oder dem verti- 
kalen Durchmesser der Kugel zusammen. Die Wölbfläche kann als 
Stück eines Kreiskonoides gewählt werden, dessen Leitkreis ungefähr 
in der Mitte der Wölbfläche liegt; sie wird dann von zwei Cylinder- 
resp. Kugelschnitten begrenzt, die sich sehr einfach bestimmen lassen. 
Auch können einfache Leitkurven auf der äußeren Cylinderfläche 
des Turmes resp. auf der inneren Fläche des Kuppelgewölbes an- 
genommen werden. Ist die Leitkurve der Wölbfläche beim Eingange 
in den runden Turm eine auf die äußere Cylinderfläche aufgewickelte 
Ellipse, deren eine Achse vertikal steht, oder ein Kreis, so ist auch 
die auf der inneren Cylinderfläche liegende Kurve der Wölbfläche 
eine aufgewickelte Ellipse, deren vertikale Achse mit jener von 
gleicher Länge ist. 

250. Das schiefe Kreiskonoid, Schnitte und Tangential- 
ebenen, seine Striktionslinie (Fig. 129). Wir wählen wieder 
seine Eichtebene horizontal und die Ebene des Leitkreises k vertikal; 
sie sei zugleich Aufrißebene, während die Grundrißebene den Kreis 
im tiefsten Punkte B^ berühren mag. Die Leitgerade g — Doppel- 
gerade der Fläche — habe eine beliebige Lage; BB^ und CC^ seien 
vertikaler und horizontaler Durchmesser von k. In der Figur ist 
nur das Stück [der Fläche zwischen Leitkreis und Doppelgeraden 
dargestellt. Der Umriß unserer Fläche in TTg besteht aus k, g" und 
den Projektionen BH" und B^G" der Torsallinien BE und B^G auf 
ihr. Der scheinbare Umriß unserer Fläche in TTi ist die gemein- 
same Hüllkurve der ersten Projektionen aller Erzeugenden; der zu- 
gehörige wahre Umriß ist nach 247 die Striktionslinie u der ßegel- 
fläche. In der Figur sind die Projektionen u' und u" eingezeichnet; 
die Bestimmung von Punkten und Tangenten dieser Kurven findet 
sich weiter unten. Nach 243 berührt u die vier Torsallinien der 
Fläche in den zugehörigen Kuspidalpunkten. Zwei dieser Torsal- 
linien gehen durch die Punkte B und B^, die beiden anderen durch 
die Punkte L und L^ von k. Die letzteren sind die Berührungs- 
punkte der beiden Tangentialebenen, die man durch ^ an ä legen 
kann. Die Tangenten von k in diesen Punkten gehen also durch den 
zweiten Spurpunkt / von g^ d. h. L und L^ werden auf k von dem 
Kreise mit dem Durchmesser JM ausgeschnitten. In der Figur ist 
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der Mittelpunkt 2 dieses Kreises gezeichnet, da J unerreichbar ist; 
er liegt auf einer Senkrechten zur ar- Achse durch die Mitte von £^J' 
und auf einer Parallelen zu /' durch die Mitte von MA'\MÄ"\\x, 
A auf ff), u" besteht hiernach aus zwei Ästen; der eine beginnt 
in C und berührt -BJ?" in /i", seine Fortsetzung über H" hinaus 
hat eine zu x parallele Asymptote durch L^y seine Fortsetzung über 
C hinaus hat eine zu x parallele Asymptote durch L. Der andere 




Ast beginnt in C^ und berührt B^G" in G", seine Fortsetzungen 
nähern sich asymptotisch den nämlichen Geraden wie beim ersten 
Ast. Die beiden Äste von u' berühren CA' in C und B'H' in H' 
resp. C^A' in (7/ und ß^G in G. Die ersten Projektionen der beideu 
Erzeugenden durch L und L^ sind gemeinsame Asymptoten der 
Äste von u\ 

Um die Tangentialebenen in den Punkten einer Erzeugenden e 
zu konstruieren, benutzen wir ein Paraboloid, dessen eine Schar 
zu TTi parallel ist und dessen andere Schar die Geraden g und ET 
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enthält, wo ST die Tangente von k im Punkte E ^ k x e ist. Das 
Paraboloid berührt unsere Fläche längs e, hat also in den Punkten 
von e die nämlichen Tangentialebenen wie diese. Die Tangential- 
ebene in einem Punkte P von e enthält sonach die durch ihn laufende 
zweite Erzeugende des Paraboloides. Alle Erzeugenden der zweiten 
Schar projizieren sich aber im Aufriß als die Geraden eines Büschels 
mit dem Scheitel K ^ ff" x BT\ ihre ersten Spurpunkte liegen 
auf OT[T =* xx BT), denn GT ist eine Erzeugende der ersten Schar. 
Ist also P (P', P") gegeben, so enthält seine Tangentialebene die 
Gerade PS mit dem ersten Spurpunkte 8 iß" ^x x P"K, S"S± x, 
3=:: GTx S"S); ihre erste Spur geht durch 8 parallel zu e\ Ist 
umgekehrt eine Ebene durch e gegeben, so schneide man ihre erste 
Spur mit GT in 8, suche 8" auf x und schneide 8"K mit e" in P", 
dann ist P der zugehörige Berührungspunkt. In der Figur ist die 
Vertikalebene durch e benutzt,so .daß 5=» «'x G^T und Pein Punkt 
des wahren Umrisses u — der Striktionslinie --' wird. 

Alle Haupttangenten unseres Konoides in den Punkten einer 
Erzeugenden e bilden die zweite Schar eines oskulierenden Para- 
boloides, dessen erste Schar aus Parallelen zu TTi besteht Dieses 
Paraboloid ist bestimmt durch zwei Erzeugende der zweiten Schar, 
nämlich die Gerade ff und die Haupttangente n in ü = e x k, die 
alsbald konstruiert werden soll. Da von den Erzeugenden der 
ersten Schar eine auf TTg senkrecht steht, so projizieren sich alle 
Erzeugenden der zweiten Schar im Aufriß als ein Büschel mit 
dem Scheitel Pa»^"X n", und es ist P"P der Aufriß der Haupt- 
tangente in P. 

Die Tangente von m in P teilt aber zusammen mit der Verti- 
kalen durch P den Winkel der Geraden e und der Haupttangente 
harmonisch, vergl. 375 Bd. I u. 249. Zeichnet man also irgend eine 
vertikale Strecke, deren Endpunkte auf e" und PP" liegen, so geht 
die Tangente von m" in P" durch den Mittelpunkt dieser Strecke 
(sie ist in der Figur strichpunktiert). 

Die Tangentialebenen in U, D und oo haben die Geraden JET, 
EJ und -i^X(||a?) zu ihren zweiten Spuren, und diese schneiden k 
in den Punkten E, T und X Diese projizieren wir aus einem 
Punkte von A, etwa (7, auf die Gerade ET und erhalten die Punkte 
Ey T^ und X^. Dann ist die Eeihe E, D,QOy ... auf e perspektiv 
zu der Reihe E, 7^, X^ . . . auf ET, und es schneiden sich die 
Gerade BI^ und die Parallele zu e durch X^ in einem Punkte Q 
von n (248). In der Figur ist die Konstruktion im Aufriß durch- 
geführt und Q" als Schnittpunkt von Z>"7^ mit der Parallelen zu e"^ 
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durch X^ gefunden (n"= HQ"). Lotet man die Punkte 7^ und X^ 
auf die ar-Achse, verbindet den ersteren mit D' und zieht durch den 
letzteren eine Parallele zu e', so schneiden sich diese Linien im 
Punkte Q' von n'. Li der Figur ist i\^'= n"x x und daraus der 
erste Spurpunkt N von n bestimmt worden [N"N J_ Xy TN\^ e'). Will 
man im Punkte C die Haupttangente zeichnen, so hat man zu C, Ä 
und 00 die entsprechenden Punkte von k ^'suchen, sie liegen in 
C, k X CJ und Cy Diese Punkte sind nun aus einem beliebigen 
Punkte von k auf die Tangente von k im Punkte C zu projizieren. 
Als Zentrum dieser Projektion können wir aber nicht mehr C 
nehmen, sondern irgend einen anderen Punkt, etwa k x CJ. Die 
Konstruktion ist in der Zeichnung nicht durchgeführt, es sind 
aber in C und C^ die Aufrisse der bezüglichen Haupttangenten an- 
gegeben (als gestrichelte Linien). Femer ist noch die Tangente 
von m" in C eingezeichnet (als strichpunktierte Linie); sie geht durch 
den Mittelpunkt einer beliebigen vertikalen Strecke, deren End- 
punkte auf CA'' und dem Aufriß der Haupttangente des Punktes C 
liegen. 

261. Auf die Konstruktion der Schnittkurve des Konoides 
mit einer beliebigen Ebene braucht hier nicht näher eingegangen 

zu werden, da nach dem 
Vorausgehenden die Be- 
stimmung ihrer Punkte 
auf den einzelnen Er- 
zeugenden und der zu- 
gehörigen Tangenten auf 
der Hand liegt. Es soll 
hier nur gezeigt werden, 
daß aufdemschiefen 
Konoid ein System 
von Kegelschnitten 
liegt, dem der Leit- 
kreis k angehört. 
Zieht man nämlich in 
der Ebene des Leit- 
kreises k eine Parallele i 
zur Kichtebene, welche 
die Doppelgerade ff 
trifft (sie geht also durch den zweiten Spurpunkt / von ff parallel 
zur a:- Achse), so schneidet jede Ebene durch i das Konoid in einem 
Kegelschnitte. Zum Beweise diene Fig. 130, in der die Buchstaben 
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die gleiche Bedeutung haben wie in Fig. 129. P ist ein beliebiger 
Punkt des Konoides; die Ebene iP schneidet dasselbe in einer 
Kurve c durch P, die wir näher untersuchen wollen. Dabei be- 
dienen wir uns eines Kegels mit dem Basiskreise k und dem Scheitel Ä 
auf ff {MA''\\ i); die Ebene iP schneidet ihn in einem Kegelschnitte c^ 
und seine Mantellinie ^^ im Punkte: P^ von Cj. Offenbar liegt JP 
in den beiden Ebenen iP und ffP; in der letzteren liegen aber HD 
und SA, folglich ist P^^JPx EA Durch Ä" als Zentrum, i als 
Achse und zwei entsprechende Punkte E und P/' ist eine Perspektive 
Beziehung definiert, in der dem Kreise k der Kegelschnitt Cj" ent- 
spricht Zu jedem Punkte des ersten Systems, dem k angehört, 
ergibt sich ein Punkt des zweiten Systems, dem c^' angehört Ent- 
sprechen sich z. B. F und Q/', so schneiden sich EF und Pj^Q/' 
auf i und FQ,^' geht durch Ä\ Zu je zwei entsprechenden Punkten 
dieser beiden Systeme läßt sich nun ein Punkt eines dritten Systems 
konstruieren, indem man durch den Punkt des ersten Systems eine 
Parallele zu a, durch den des zweiten Systems eine Gerade durch J 
zieht So ergibt sich P" aus E und P^" {EP''\\i, P{P" durch J\ 
ebenso Q" aus P und Q/' (PQ"|K, Qi"Q" durch J\- 

Zeigen wir nun noch, daß das zweite und dritte System per- 
spektiv sind, so muß die Kurve c" des dritten Systems, d. h. die 
Projektion der Schnittkurve c des Konoides und der Ebene Pz, ein 
Kegelschnitt sein, da sie zu dem Kegelschnitte c^' perspektiv ist 
Beschreibt aber E auf einer beliebigen Geraden EF eine Punkt- 
reihe, so beschreibt der entsprechende Punkt P^" des zweiten Systems 
eine dazu projektive Punktreihe auf P('Q,^\ Die Punkte der ersten 
Reihe verbinden wir mit dem unendlich fernen Punkte von i, die 
der zweiten Eeihe mit / und erhalten so zwei projektive Strahl- 
büschel. Da aber in diesen Büscheln i sich selbst entspricht, so 
sind sie perspektiv und ihre entsprechenden Strahlen schneiden sich 
in Punkten einer Geraden. Beschreibt also i? eine Punktreihe EFy so 
beschreiben sowohl P/', als auch P" dazu projektive Punktreihen, 
nämlich P/'Q/' und P"Q". Das zweite und dritte System sind 
somit perspektiv, / ist das Zentrum, MA" die Achse dieser Per- 
spektive; denn die Punkte von MA" entsprechen sich selbst in beiden 
Systemen (P/'Q/' X P"Q" liegt auf MA"). Damit ist bewiesen, 
daß d' und folglich auch c ein Kegelschnitt ist. Zur Konstruktion 
von c" können die eben geschilderten Perspektiven Beziehungen be- 
nutzt werden. 

252. Das Plücker'sche Konoid 2^, seine Tangential- 
ebenen, das oskulierende Paraboloid. 
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Sind e und e^ zwei beliebige Gerade und ist a ihre gemein- 
same Normale^ dann gehören alle Geraden^ die a und je eine gemein- 
same Sekante von e und e^ senkrecht schneiden, dem Plück er' sehen 
Konoid an. Wir wählen a vertikal, dann sind die Erzeugenden des 
Konoides horizontal und ihre ersten Projektionen gehen durch den 
ersten Spurpunkt Ä von a [e' x e^ ^ Ä) Fig, 131. Sind P und P^ 
beliebige Punkte von e und e^, dann ist die gemeinsame Normale f 
von a und PP^ eine Erzeugende (f durch Ä, f l^FP^, Q'^fX FP^') 
und es ist: FEiFJE^^QT' iQ'P^'^tsLngfeitmgfe^, wenn F, F^, F 

die Schnittpunkte von e, 
e^, f mit a sind. Hier- 
durch ist aber die Lage 
von f bestimmt. Ändert 
man die Lagen von P und 
Pj auf e und e^ so, daß 
PE\P^F^ konstant bleibt, 
so besitzen alle diese Ge- 
raden die nämliche Nor- 
male f. Man kann er- 
sichtlich alle Erzeugenden 
des Konoides erhalten, 
wenn man P fest läßt und 
nur Pj auf ßj variiert; dabei 
gelangt man auch zu den 
Erzeugenden e und e^. Zu 
den Erzeugenden gehören 
auch zwei Geraden m und 
«, deren Projektionen m 
und vi die Winkel von e' 
und e( halbieren (m' JL n)\ 
sie gehen durch den Mittelpunkt der Strecke FE^^ der zugleich 
als Mittelpunkt der Fläche bezeichnet wird. 

Je zwei Erzeugende f und /"^ die mit m (oder w) gleiche Winkel 
bilden, treffen a in zwei Punkten F und P^, die von gleichen 
Abstand haben, da offenbar FF\FF^ = F^E^ : F^E ist. Sind f und g 
zwei Erzeugende, zwischen denen die Beziehung jLfm— jLng be- 
steht, so treffen sie a in dem nämlichen Punkte F^ G, Denn setzen 
wir jLme^'-jL me^ « c und /_ fm ^ JLng ^ y, so ist: FEiFE^ 
= tang fe : tang fe^ und GE:GE^ =s tang g e : tang g e^ ; die rechten 
Seiten beider Relationen sind aber gleich tang [y + e): tang {y — «), 
also fallen F und G zusammen. Sind speziell t und t^ die beiden 
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Erzeugenden der Fläche, die' mit m und n Winkel von 45® ein- 
schließen (^ J_ t^, so ist i_tm ^ JLnt und ebenso z. t^m « Z- n\i 
d. h. durch T ^ t x a und ^'^ «= ^^ x ä geht nur je eine einzige 
Erzeugende der Fläche (eigentlich je zwei unendlich nahe). Die 
Gerade a ist eine Doppelgerade des Konoides und heißt 
seine Achse, T und T^ sind Kuspidalpunkte, t und t^ Torsal- 
linien auf ihm. 

Wir sind ursprünglich von den beiden Erzeugenden e und e^ 
ausgegangen; ganz die gleiche Rolle können bei der Definition 
unserer Fläche auch irgend zwei andere Erzeugende spielen, die 
mit m (oder n) gleiche Winkel bilden. Insbesondere kann man von 
den rechtwinkligen Erzeugenden t und t^ ausgehen; jede Gerade 
gehört dann der Fläche an, die a und eine gemeinsame Sekante 
von t und ^ rechtwinklig schneidet. Durch Änderung der Sekante 
erhält man andere und andere Erzeugende. Der Beweis für die 
Richtigkeit dieser Behauptung ist durch eine einfache Rechnung zu 
erbringen und mag hier übergangen werden. 

363. Wir wollen nun durch eine beliebige Erzeugende f eine 
Ebene Z legen und ihre Schnittkurve mit dem Konoid untersuchen. 
Dazu benutzen wir zwei horizontale Projektionsebenen Ti^ und TTg, 
die wir durch t und t^ legen. Bilden ^iH^gdl/*) die erste und 
dritte Spurlinie von Z und ist L^^ s^x t, Z^r=z s^ x t^, so ist i/j-Cs 
eine Gerade der Ebene Z und schneidet die Erzeugende f in einem 
Punkte Q. Nun geht gemäß der Definition des Konoides durch Q 
eine Gerade, die t und t^ schneidet und auf f senkrecht steht. Das 
kann aber keine andere Gerade sein, als die Gerade I^iJ^^, da ja 
t und t^ windschief zueinander sind. Folglich ist J^iZ^ J. f und 
ij'Zj' _L /"; f ist eine Hauptlinie und üjig eine FalUinie von Z. 
Über -t/ig' als Durchmesser zeichnen wir jetzt einen Kreis A'; dieser 
geht durch Ä (da t' ± t^') und ist die Projektion der gesuchten 
Schnittkurve. Zum Beweise zeigen wir, daß Z' « i' x ä' die Pro- 
jektion des Schnittpunktes der Ebene Z mit der beliebigen Er- 
zeugenden i ist. Dazu errichten wir in X' eine Normale auf T, 
welche die Geraden f, t^', s^\ s^' der Reihe nach in N^", N^, i?/, A3' 
schneiden mag. Dann sind N^ auf t und N^ auf t^ der erste und 
dritte Spurpunkt einer Geraden durch X (Definition des Konoides); 
femer bilden R^ auf s^ und B^ auf «3 den ersten und dritten Spur- 
punkt einer zweiten Geraden. Beide Geraden N^N^ und R-^B^ 
schneiden sich im Punkte J, falls die Relation: N^'T:R^X' 
«iVg'Z'rÄg'Z' erfüllt ist. In den. ähnUchen Dreiecken XL^N^ 
und XL^A sind L^R^' und L^Y homologe Linien (7= i' x L^'L^\ 
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demnach ist: N^X' :M^'X' ^ ÄX' :YX'. Ebenso sind L^B^ und 
i/r homologe Linien in den ähnlichen Dreiecken X'L^N^ und 
X'L^A, also ist: N^X'\R^r ^ AX':YX\ Aus beiden Kelationen 
ergibt sich die obige und daraus folgt, daß der Punkt X auf R^R^i 
d. h. in der Ebene Z liegt. Wir können dieses Eesultat folgender- 
maßen aussprechen, indem wir die Achse a des Konoides, seinen 
Mittelpunkt und die Erzeugenden m und n durch diesen zu- 
grunde legen. 

Jede Ebene durch eine beliebige Erzeugende f des 
Plücker'schen Konoides schneidet dasselbe noch in einem 
Kegelschnitt, der sich auf eine Normalebene zu seiner 
Achse als Kreis projiziert. Dieser Kreis berührt die Pro- 
jektion derjenigen Erzeugenden g, die sich mit f auf der 
Achse schneidet. 

In dem Punkte fxg der Achse a gibt es nämlich die beiden 
Tangentialebenen af und ag an die beiden Flächenmäntel, die sich 
längs a durchschneiden. Die Schnittlinie der Ebenen ag und Z ist 
somit eine Tangente der in Z liegenden Schnittkurve und g eine 
Tangente von h\ Daraus folgt auch noch, daß der Mittelpunkt M' 
von K auf f^ liegt (z. m'f = z. /l'wi' = Z. gn). 

264. Die Haupttangenten der Fläche in den Punkten 
einer beliebigen Erzeugenden f projizieren sich auf eine 
Normalebene zur Achse als Parallelen, die mit /* den 
gleichen Winkel einschließen wie die Erzeugende ^, welche 
sich mit f auf der Achse schneidet. Es ist das nach dem 
Vorangehenden unmittelbar klar, denn die Tangente von k' in Z' 
ist die Projektion einer solchen Haupttangente. Alle Haupttangenten 
in den Punkten der nämlichen Erzeugenden f bilden die eine Schar 
eines oskulierenden Paraboloides. Zwei Gerade seiner anderen 
Schar liegen in TTi und TTj; ihre Projektionen sind O'ü^ resp. O'U^y 
wenn die Tangente von h! in Z' die Parallelen 5/ und ^3' bezüglich 
in U^' und ü^ schneidet. In der Figur sind diese Geraden weg- 
gelassen. 

Die Haupttangentenkurven des Plücker^schen Konoides 
projizieren sich auf eine Normalebene zur Achse als Lem- 
niskaten und berühren die Torsallinien in den Kuspidal- 
punkten; für alle Lemniskaten sind also die Projektionen 
der Torsallinien die Doppelpunktstangenten. 

Die Haupttangentenkurven einer Fläche sind nach Kap. IV Bd. HI 
dadurch definiert, daß ihre Tangenten Haupttangenten der Fläche 
sind. Bei den Kegelflächen geht, von den erzeugenden Geraden 
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abgesehen, durch jeden Punkt eine solche Kurve A; im vorliegenden 
Falle hat ihre Projektion h' auf eine Normalebene zur Achse fol- 
gende charakteristische Eigenschaft, wie aus dem vorher Gesagten 
ersichtlich ist. Die Verbindungslinie eines beliebigen Punktes P' der 
Kurve A' mit ihrem Doppelpunkte 0' schließt mit der Tangente in P' 
einen doppelt so großen Winkel ein wie mit einer Doppelpunkts- 
tangente. Dabei ist der Drehsinn der beiden Winkel entgegengesetzt, 
wenn man jedesmal von dem Schenkel O'P' ausgeht, m' und /*' sind 
Symmetrielinien von k', f und t^ die Tangenten im Doppelpunkt 0' 
(Fig. 132). Diese Eigen- 
Schaft kommt aber der 
Lemniskate zu, wie wir 
jetzt zeigen wollen. 

Wir gehen zunächst 
von der bekannten Defini- 
tion der Lemniskate aus 
als Ort der Punkte, für 
die das Produkt ihrer 
Abstände von zwei festen 
Punkten F^ und F^ kon- 
stant und gleich dem 
Quadrat der halben Ent- 
fernung der festen Punkte 
ist Sie erscheint also als 
spezieller Fall der Cas- 
sini'schen Kurve (292 Bd. 
wie bei dieser ausgeführt, 




Fig. 182. 



I), und die Tangentenkonstruktion wird 
Der Mittelpunkt 0' von F^F^ ist der 
Mittelpunkt der Lemniskate; m = F^F^ und n' (J_ m') sind Symmetrie- 
linien, die Geraden t' und t^ die Tangenten im Doppelpunkte 0' 
[/Lt'm' ^ jL mt^ = 45^. Nun ziehen wir einen Kreis durch P', 
der w' in 0' berührt, derselbe möge F^F in R und F^F in 8 
schneiden. Dann ist: F^P' . F^P' = [F^O'f = F^P' . F^R und F^P' . F^F 
= {F^O'f = F^F.F^S, also: FR^FS. Deshalb halbiert die Kreis- 
tangente in P' den Nebenwinkel von /_ RFS, d. h. z. F^FF^y und da 
O'P' mit den Kreistangenten gleiche Winkel einschließt, gilt die Be- 
ziehung: a = J-(*i + ^2) "■ ^1 = "i (*2 "" *i)' wenn wir: z. P'O'F^ = a, 
Z_ F^FO ' = 6j und Z- O'FF^ = «j setzen. Die Tangente der Lemniskate 
in P' geht durch T (292 Bd. I), wenn QP' = FF^, TQ J. F^P' und 
TF^A^F^P' ist. In dem Kreisviereck F^FQT ist aber L^F^FT 
- Z. i^i Q 2'= ß - «2 (^1 ^ II O'P'). daraus folgt: z. OTT = E - «^ + «i 
==E — 2«^. Femer schließt O'P' mit einer Tangente im Doppel- 
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punkt den Winkel (^K — a) ein, dieser ist also in der Tat die Hälfte 
von ^ O'P'T. 

Durch die beiden zueinander rechtwinkligen Tangenten im 
Doppelpunkte, die soeben dargelegte Eigenschaft der Tangenten und 
einen beliebigen Punkt ist die Kurve völlig bestimmt, da ja hier- 
durch eine stetige Folge von Kurvenpunkten gegeben ist. Die Pro- 
jektionen der Haupttangentenkurven des Konoides sind demnach 
wirklich Lemniskaten. 

255. Die Konstruktion von Tangentialebenen und Berührungs- 
punkten des Konoides lehrt uns Fig. 131. Im Punkte Z von f 
erhält man die Tangentialebene, indem man im Mittelpunkte Q' von 
(yZ' die Normale errichtet, sie mit € in i/ und mit t^ in L^ schneidet 
und zu f die Parallelen s^, s^' durch L^ resp. L^' zieht Dann sind 
s^ und «3 die Spurlinien der Tangentialebene in den Horizontalebenen 
TTi und TT3 (TTi durch /, TTg durch t^. Ist umgekehrt s^ {\\f) die Spur 
einer beliebigen Ebene durch /, so fälle man von ig = «3 x t^ ein 
Lot X3 Q auf fy dann hat der Berührungspunkt Z dieser Ebene von 
der Achse a einen doppelt so großen Abstand wie Q. 

256. Eigen- und Schlagschatten des Plücker'schen 
Konoides. Wir nehmen die Achse a wieder vertikal und legen TTj 
durch t und eine Hilfsebene TTg || TTi durch t^. Von der Fläche 
stellen wir nur den von einem Eotationscylinder mit der Achse a 
und dem Eadius 2d umschlossenen Teil dar, wo TT^^2d den 
Abstand der Kuspidalpunkte bedeutet (Fig. 133). Die Schnittkurve s 
von Cylinder und Fläche ist eine auf den Cylinder aufgewickelte 
Sinuslinie, die aus einem Kreise mit dem Radius d abgeleitet ist 
{vergl. 429 Bd. I). Ist nämlich Z ein Punkt von s und z sein Abstand 
von der Horizontalebene mn durch den Mittelpunkt 0, so sind seine 
Abstände von TTi und TTg resp. gleich [d + z) und (t/— z), und es 
gilt die Relation: (rf + z) : (c? — z) = tang (45^ + €):tang (45^ — e), wo 
t=i L. ruf und f die Erzeugende durch Z ist. Dieser Relation kann 
man aber die Form geben: (rf + z): (rf — z) = 1 + sin 2« : 1 — sin 2 c, 
oder: 2: = ^/ sin 2«; damit ist aber unsere Behauptung erwiesen. 
Die Scheitelpimkte der Sinuslinie liegen auf t und t^, ihre Wende- 
punkte auf m und n. 

Im Grundriß haben wir den Kreis s in 24 gleiche Teile geteilt 
imd die Projektionen der Erzeugenden durch diese Teilpunkte ge- 
jzogen; unter ihnen befinden sich die Erzeugenden t^ t^, m, n. Um 
von einer Erzeugenden f den Aufriß zu finden, fällen wir von 
S' ■« s' X ^1' ein Lot auf f und von dessen Fußpunkt ein Lot auf t^. 
Das letztere Lot teilt 8'0'[=^2d) in dem gleichen Verhältnis, wie 
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der Punkt F=axf die Strecke TT^ («2«?); TT^^ projiziert sich 
aber im Aufriß in natürlicher Größe. 

Die Eigenschattengrenze u auf der Fläche bestimmen wir, indem 
wir auf den einzelnen Erzeugenden Punkte derselben aufsuchen. 
Sind /', r die Projektionen eines Lichtstrahles und ist i^ {\\i') der 
Schatten einer Erzeugenden i auf Tip so fälle man von N f*= i^X t 




Fig. 133. 

das Lot NG auf i" und trage O'P' •=^ 20'G auf i auf, dann ist P' 
ein Punkt von u\ Der Schlagschatten u^ von u auf TTi berührt die 
Gerade i^ in P^, dem Schatten von P. Die Tangente in einem 
beliebigen Punkte von u ergibt sich daraus, daß in diesem Punkte 
die Erzeugende und die Haupttangente harmonisch liegen zum 
Lichtstrahl und der Tangente der Lichtgrenze. Man kann i^ ohne 
Aufriß finden, sobald man den Schatten S^ von 8 kennt Liegt 
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nämlich B auf t und ist S'R±i', so ist Q' = S'E x i" die Projektion 
eines Punktes Q von i und Q^ auf BS^ sein Schatten; man hat 
dann nur i^ || i' durch Q^ zu ziehen. 

267. Das Plücker'sche Konoid ist von der 3. Ordnung, 
da eine beKebige Ebene durch eine Erzeugende dasselbe noch in 
einem Kegelschnitt schneidet. Deshalb ist jede Zentral- oder 
Parallelprojektion des Konoides eine Kurve 3. Klasse. 
Denn jeder Punkt der Projektionsebene ist die Projektion dreier 
Flächenpunkte; die durch diese Punkte gehenden Erzeugenden pro- 
jizieren sich als Tangenten des scheinbaren Umrisses. So ist auch 
u^ eine Kurve 3. Klasse; sie besitzt drei Spitzen, deren 
Konstruktion uns jetzt beschäftigen soll. Die Spitzen von u^ ent- 
sprechen solchen Punkten von u, die zur Lichtrichtung parallele 
Tangenten aufweisen (376 Bd. I); es sind das die. Punkte der Fläche 
mit Lichtstrahlen als Haupttangenten. Die ersten Projektionen einer 
Haupttangente und der Erzeugenden durch ihren Berührungspunkt 
schließen aber einen doppelt so großen Winkel ein, wie die Er- 
zeugende und die Gerade t (oder t^). Ist also h eine Erzeugende, 
auf der ein Punkt von der gesuchten Eigenschaft liegt, so muß 
Z_ hT = 2 z_k't sein, wobei beide Winkel in entgegengesetztem Sinne 
gemessen sind. Man erhält also drei Erzeugende h, i, k, die je einen 
Punkt von u tragen, deren Schatten Spitzen von u^ sind. Für sie 
gelten die Beziehungen: ^h't = ^ jLTt, jLi't^' = ^ l.Vt^\ jLh't^ 
= ^ Z- Vt^y so daß die Erzeugenden h, i, k zu je zwei und zwei 
einen Winkel von 60^ einschließen. Wie man auf i' den Punkt P' 
von u findet, ist schon oben angegeben, analog bestimmen sich D' 
auf k' und ü' auf h\ P^, D^, L^ sind. Spitzen von m^, die zugehörigen 
Tangenten sind i^, k^, h^\ in der Figur ist L^ weggelassen, da es 
nicht deutlich eingetragen werden konnte. Das Kurvenstück K'VC 
von u liegt nicht mehr auf dem dargestellten Teile der Fläche und 
ist deshalb gestrichelt, ebenso das Stück K^JS^ von u^. 

Der Schlagschatten s^ der Kandkurve s auf TTi berührt u^ in 
K^ und C^ und schneidet u^ überdies in B^, Der Schatten im 
Grundriß wird sonach von je einem Stück von s^ und u^ begrenzt, 
die in E^ und K^ zusammenstoßen. Die Kurve v! besteht aus drei 
Schlingen, auf denen beziehentlich die Punkte P', JD' und L' liegen; 
demgemäß besteht der Eigenschatten auf der Oberseite der Fläche 
aus drei Lappen, die resp. von den Stücken T^T^ T^M mA MT der 
Achse {M= u X €^ und drei Bogenstücken von u, jenen Schlingen 
entsprechend, begrenzt werden. Auf der Unterseite der Fläche 
liegt umgekehrt der Teil im Eigenschatten, dessen obere Seite 
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belichtet ist. Von den Punkten D und L [P liegt schon außerhalb 
der Fläche) gehen tangential zu u Grenzlinien des Schlagschattens 
der Fläche auf sich selbst aus. Die in D berührende Grenzlinie 
endet im Punkte E von s, dessen Schatten E^ ein Schnittpunkt 
von u^ und s^ ist. Weitere Punkte von B'E' erhält man, indem 
man den Schatten geeigneter Erzeugenden mit D^E^ schneidet und 
die Lichtstrahlen durch die Schnittpunkte rückwärts bis zur Fläche 
verfolgt. Auf der Oberseite der Fläche liegen zwei Schlagschatten- 
gebiete; das eine wird von den Kurvenbogen MB, DE, EC, CT und 
dem Stück TM der Achse begrenzt, das andere von zwei Bogen- 
stücken TZ, LM und dem Achsenstück MT Das letztere ist nur 
im Grundriß sichtbar, aber in der Figur weggelassen, da es in der 
Projektion nur sehr klein erscheint. 

268. Die Eegelflächen 3. Grades^''). Wir haben soeben in 
dem Plücker'schen Konoid einen speziellen Fall der Eegelfläche 
3. Grades kennen gelernt und wollen nun die allgemeine Eegelfläche 
3. Grades studieren und einige ihrer wesentlichsten Eigenschaften 
ableiten. Die gemeinsamen Sekanten eines Kegelschnittes c 
und zweier windschiefer Geraden d und /, von denen die 
erstere den Kegelschnitt in einem Punkte schneidet, bilden 
eine Eegelfläche 3. Grades. In der Tat gibt es unter diesen 
Sekanten drei, die eine beliebige Gerade g treffen. Denn die ge- 
meinsamen Sekanten von g, l, d bilden die eine Schar eines Hyper- 
boloides, das von c in vier Punkten getroffen wird, worunter sich 
auch der Punkt I) = cxd befindet. Durch die drei übrigen Punkte 
geht je eine Gerade der Schar; diese Geraden sind aber Erzeugende 
der Eegelfläche und schneiden g. Unsere Fläche ist von der 3. Ord- 
nung und der 3. Klasse und heißt vom 3. Grade (245). Durch 
jeden Punkt P von Z geht eine Erzeugende der Fläche, sie ver- 
bindet P mit dem Schnittpunkt M des Kegelschnittes c und der 
Ebene Pd. Durch jeden Punkt Q von d gehen zwei Erzeugende 
der Fläche, sie verbinden Q mit den Schnittpunkten B^ und B^ des 
Kegelschnittes und der Ebene QL d ist eine Doppel-, Z eine 
einfache Gerade der Eegelfläche. Die beiden Tangentialebenen 
durch Z an die Kurve c schneiden die Doppelgerade d in den beiden 
Kuspidalpunkten ; ihre Verbindungslinien mit den bez. Berührungs- 
punkten auf c sind die Torsallinien. Kuspidalpunkte und Torsal- 
linien können reell oder konjugiert imaginär sein. 

259. Jede Ebene durch eine beliebige Erzeugende f 
der Eegelfläche schneidet sie noch in einem Kegelschnitt i, 
da die gesamte Schnittkurve von der 3. Ordnung sein muß. Man 
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kann das aber auch leicht direkt nachweisen. Sei TT die Ebene 
durch c, seien D, L und F die Spurpunkte von rf, / und f in TT, 
sei ferner s (durch F) die Spurlinie der schneidenden Ebene Z 
(durch f) und K ihr zweiter Schnittpunkt mit c (der erste ist F). 
Eine beliebige Ebene A durch d schneide / in P und c in li\ 
dann ist PR eine Erzeugende, die Z in einem Punkte / der 
Schnittkurve i trifft. In / schneiden sich die Ebenen Z, A und 
FRK, so daß / in Z als Schnittpunkt zweier Geraden « = Z X A 
und t? = Z X PRK erscheint. Dreht sich nun A um d, so bewegt 
sich auch P auf / und R auf c, und zwar ist der Büschel der 
Ebenen A projektiv zu der Eeihe der Punkte P und zu dem Büschel 
der Strahlen DR, folglich auch zu dem Büschel der Strahlen KR 
mit dem Scheitel K, Die Ebenen KPR umhüllen aber eine Kegel- 
fläche 2. Ordnung, da sie aus den Ebenen Kl und TT entsprechende 
Strahlen KP und KR zweier projektiver Strahlbüschel mit gemein- 
samem Scheitel K ausschneiden. Denn schneidet man das Ganze 
mit einer beliebigen Ebene, so erhält man Gerade, die auf zwei 
festen Geraden projektive Punktreihen ausschneiden und deshalb 
einen Kegelschnitt umhüllen (4). Zu den Ebenen KPR, d. h. zu 
den Ebenen durch die Erzeugenden der Eegelfläche und den festen 
Punkt Ky gehört auch Z; die bewegliche Ebene KPR schneidet des- 
halb TT, Kl und Z in projektiven Strahlbüscheln. Denn die beweg- 
liche Tangente eines Kegelschnittes schneidet auf je zwei festen 
Tangenten projektive Punktreihen aus. Somit ist der Büschel der 
Strahlen KR projektiv zu dem Büschel der Strahlen r; er ist aber 
auch projektiv zu dem Büschel der Strahlen «, da beide Büschel 
von dem Büschel der Ebenen A ausgeschnitten werden. Die ent- 
sprechenden Strahlen u und v der beiden projektiven Strahlbüschel 
mit den Scheiteln T X d resp. K schneiden sich aber in den Punkten 
eines Kegelschnittes «. 

Die Ebenen durch die Erzeugenden der Regelfläche und einen 
beliebigen festen Punkt K auf ihr umhüllen, wie wir soeben gesehen 
habeu, eine Kegelfläche 2. Ordnung, was den Satz ergibt: Projiziert 
man die Eegelfläche 3. Grades aus einem ihrer Punkte 
auf eine beliebige Ebene, so ist ihr scheinbarer Umriß 
ein Kegelschnitt. Derselbe geht durch die Projektionen der 
Kuspidalpunkte. 

360. Sei w' der scheinbare Umriß der Eegelfläche, K das 
Zentrum der Projektion und d' die Projektion der Doppelgeraden d. 
Aus einem Punkte Q' von d' gehen zwei Tangenten e und e^' an m?'; 
es sind die Projektionen der beiden Erzeugenden e und e^ durch 
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den Punkt Q von d. Die Verbindungslinie q' der Berührungspunkte 
von e und e^' ist die Projektion einer Geraden q, welche die Punkte 
des wahren Umrisses w auf e und e^ verbindet, q ist also die 
Schnittlinie der Ebenen IQ und Kq. Da q die Polare von Q' in 
bezug auf m?' ist, enthält sie den Pol von d'] bewegt sich Q' auf d', 
so dreht sich q um 0, und die Eeihe der Punkte Q' ist projektiv 
zu dem Büschel der Strahlen q\ Einerseits ist nun die Eeihe der 
Punkte Q' zu der Eeihe der Punkte Q auf d und zu dem Büschel 
der Ebenen IQ mit der Achse / projektiv; andererseits ist der Büschel 
der Strahlen q zu dem Büschel der Ebenen Kq' mit der Achse KO 
projektiv. Demnach bilden die Geraden q die eine Schar eines 
Hyperboloides (160); dasselbe enthält die Gerade l und die beiden 
Torsallinien der ßegelfläche, denn ihre Projektionen gehen durch 0. 
Außerdem schneidet das Hyperboloid die Eegelfläche noch in dem 
wahren Umriß w, der auch auf dem projizierenden Kegel mit dem 
Scheitel K liegt. Dieser Kegel hat mit dem Hyperboloide eine 
Gerade gemein. Er wird nämlich von der Ebene IK in einer Ge- 
raden berührt, die auf der Polarebene von d' x IK in bezug auf 
den Kegel liegt und also auch dem Hyperboloide angehört als 
Schnittlinie entsprechender Ebenen durch / und KO, Kegel und 
Hyperboloid schneiden sich außerdem noch in einer Eaumkurve 
3. Ordnung (177). Das gibt den Satz: Projiziert man die Eegel- 
fläche 3. Grades aus einem ihrer Punkte, so ist ihr wahrer 
Umriß eine Eaumkurve 3. Ordnung; diese liegt auf einem 
Hyperboloide, das außerdem die beiden Torsallinien und 
die einfache Leitgerade der Fläche enthält. Die Eaum- 
kurve 3. Ordnung berührt die Torsallinien in den Kuspidal- 
punkten, geht durch das Projektionszentrum und trifft die 
einfache Leitgerade in dem Punkte, dessen Erzeugende 
sich mit der Erzeugenden durch das Zentrum auf der 
Doppelgeraden schneidet. Von der Eichtigkeit des zuletzt Ge- 
sagten überzeugt man sich durch folgende Überlegung. Jede Ebene 
durch / schneidet die Eegelfläche in zwei Erzeugenden und die 
Eaumkurve 3. Ordnung in drei Punkten; von diesen liegt einer auf 
jeder Erzeugenden und einer auf /. Jede Ebene durch das Zen- 
trum K und eine Erzeugende berührt die Eaumkurve in einem 
Punkte, der auf der Erzeugenden liegt. Zu diesen Ebenen gehört 
auch die Ebene Kl; da aber ein Punkt der Eaumkurve auf / liegt, 
muß ihr Berührungspunkt mit der Ebene Kl in den Schnittpunkt 
von / mit der zweiten Erzeugenden in dieser Ebene fallen, die nicht 
durch K geht. 

16* 
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261, Die bewegliche Ebene A durch die Doppelgerade d 
schneidet l in einer Reihe von Punkten F und c in einer Eeihe von 
Punkten 7?; dabei ist die Reihe der Punkte P projektiv zu dem 
Büschel der Strahlen DJR, und nach 47 sind direkt die Reihen der 
Punkte P auf / und der Punkte B auf c projektiv. Die Erzeugenden 
einer Regelfläche 3. Grades schneiden also die einfache Leitgerade / 
und alle Kegelschnitte auf ihr in projektiven Punktreihen. Dieses 
Resultat läßt sich aber auch umkehren. Sind eine Gerade / und 
ein Kegelschnitt c Träger projektiver Punktreihen, so 
bilden die Verbindungslinien entsprechender Punkte die 
Erzeugenden einer Regelfläche 3. Grades. Drei Punkte auf/ 
kann man dabei drei beliebigen Punkten von c entsprechen lassen; 
jedem weiteren Punkt auf c entspricht dann ein bestimmter Punkt 
auf /, indem vier Punkte auf c und die entsprechenden auf / gleiches 
Doppelverhältnis aufweisen müssen. Um uns von der Richtigkeit 
des voranstehenden Satzes zu überzeugen, gehen wir von drei Punkten 
JR^, B^f 7?g auf c und den entsprechenden Pj, P^, P^ auf / aus und 
suchen zu dem Punkte P^ auf /, der in der Ebene von c liegt, den 
entsprechenden Punkt J?^ auf c. Die Gerade B^P^ schneidet c noch in 
einem Punkte D\ durch diesen legen wir eine Gerade d, welche die 
Erzeugenden B^ P^ und B^ P^ schneidet. Der Ebenenbüschel mit der 
Achse d schneidet / und c in projektiven Punktreihen, in denen sich 
die Punkte B^ und Pj, B^ und Pg, B^ und P^ entsprechen. Eine 
beliebige Erzeugende trifft also c und / in entsprechenden Punkten 
dieser Reihen, d. h. alle Erzeugenden treffen die Gerade dy die eine 
Doppelgerade der Regelfläche sein muß. Hiermit sind aber die 
Erzeugenden wiederum als gemeinsame Sekanten von d, l und c 
nachgewiesen. 

362. Durch die Doppelgerade d, die Leitgerade / und fünf 
Erzeugende e^, e^, e^, e^, e^, die d und / schneiden, sonst aber be- 
liebig gewählt werden können, ist eine Regelfläche 3. Grades völlig 
bestimmt. Denn legt man durch eine dieser fünf Erzeugenden, etwa e^, 
eine beliebige Ebene, so schneidet sie die übrigen in vier Punkten 
B^y B^, B^y B^ resp., und man kann durch diese und den Punkt 
D = dxe^ einen Kegelschnitt c legen. Die gemeinsamen Sekanten 
von d, l und c liegen auf einer Regelfläche 3. Grades, der die Ge- 
raden e^y ^2' • • ' ^5 angehören. 

Jede Regelfläche 3. Grades kann aber auch in der soeben ge- 
schilderten Weise erzeugt werden. Denn sind e^, e^, . . . e^ fünf 
beliebige Erzeugende auf ihr, so kann man zu e^y e^y e^y e^ die beiden 
gemeinsamen Sekanten d und l aufsuchen; diese gehören dann der 
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Regelfläche an, da sie vier Punkte mit ihr gemein haben; sie 
schneiden deshalb auch die Erzeugende e^ und ebenso jede andere. 
Eine beliebige Ebene durch e^ muß die Fläche noch in einem Kegel- 
schnitt c schneiden, ihre Erzeugenden sind also die gemeinsamen 
Sekanten von c, d und /. Eine der Geraden d und / — es sei 
dies d — muß aber die Kurve c schneiden, denn sonst wäre die 
Eegelfläche mit den Leitlinien c, d, l vom 4. Grade; hiermit sind 
wir wieder zu der ursprünglichen Erzeugung der Fläche gelangt. 

Durch fünf Geraden e^, ^3, . . . e^ mit zwei gemeinsamen 
Sekanten d und l gibt es offenbar zwei Regelflächen 3. Grades; 
die eine hat d zur Doppel-, / zur einfachen Geraden, die andere 
hat l zur Doppel- und d zur einfachen Geraden. Außer den ge- 
nannten Geraden haben die beiden Flächen keinen Punkt gemein, 
denn sonst müßte ihnen auch die gemeinsame Sekante von d und l 
durch diesen Punkt angehören. Jede Ebene durch diese Gerade 
würde aber beide Flächen in zwei Kegelschnitten schneiden, die 
durch die nämlichen fünf Punkte auf e^, e^, . . . e^ gingen, also 
zusammenfielen. 

263. Die Erzeugenden der Regelfläche schneiden sich zu zwei 
und zwei auf der Doppelgeraden; je zwei solche Erzeugenden sollen 
ein Paar und ihr Schnittpunkt sein Scheitel heißen. Wir können 
dann sagen: Die Paare von Erzeugenden einer Regelfläche 
3. Grades schneiden die einfache Leitgerade in den Punkte- 
paaren einer Involution, deren sich selbst entsprechende 
Punkte auf den Torsallinien liegen. Die Reihe der Scheitel 
jener Paare ist dabei projektiv zu den Punktepaaren der 
Involution, wenn jedem Scheitel das Punktepaar auf seinen 
Erzeugenden entspricht. 

Zum Beweise benutzen wir wieder c, d und / als Leitlinien; 
Z sei der Schnittpunkt von / mit der Ebene IT des Kegelschnittes c. 
Eine beliebige Ebene durch Z treffe c in 7?^ und B^ und d in Q\ 
die Erzeugenden e^ = QE^ und ^j = Q^g J^ögen / in Pj resp. F^ 
schneiden. Dreht sich die Ebene um /, so bilden die Punktepaare 
i?j, -Bg auf c eine Involution, denn ihre Verbindungslinien laufen 
aUe durch L (48). Die Strahlenpaare aus J5 = ^ x TT durch diese 
Punktepaare bilden ebenfalls eine Involution, folglich auch die 
Ebenenpaare durch d und diese Punktepaare, sowie die Punktepaare 
Pj, Pg auf /; damit ist aber der erste Teil des Satzes bewiesen. 

264. Der Beweis des zweiten Teiles erfordert zunächst die 
Definition der projektiven Beziehung zwischen den Punktepaaren 
einer Involution und den Punkten einer einfachen Reihe. Man 
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nennt einen Strahlbüschel projektiv zu den Punktepaaren 
einer Involution, die seine Strahlen auf einem beliebigen 
Kegelschnitte ausschneiden. Verbindet man diese Punktepaare 
mit einem festen Punkte des Kegelschnittes, so entsteht eine In- 
volution von Strahlenpaaren, auch sie heißt zu jenem Strahlbüschel 
projektiv. Durch das Prinzip der Dualität oder dadurch, daß man 
diese Gebilde mit einer Geraden schneidet, gelangt man zu der 
Projektivität zwischen einer einfachen Punktreihe und den Punkte- 
paaren einer Involution. Ersetzt man die einfache Reihe durch eine 
dazu projektive, so ist auch diese zu den Punktepaaren der In- 
volution projektiv. Vermöge der obigen Definition können wir zu 
den Strahlenpaaren einer Involution unendlich viele, projektive ein- 
fache Strahlbüschel konstruieren; soll jene Definition einen Sinn 
haben, so müssen alle diese einfachen Büschel unter sich projektiv 
sein, und hierfür wollen wir den Beweis erbringen. 

Seien aa^, bb^, ce^ dd^, ; . . Strahlenpaare einer Involution; 
durch ihren Scheitel legen wir zwei Kegelschnitte k und A', die jene 
Strahlenpaare in den Punkten J, A^, B, JB^, . . . resp. Ä\ A^\ B\ i^/,. . . 
schneiden mögen. Die geraden AA^, BB^, . . . bilden einen Büschel 
mit dem Zentrum 0, die Geraden A'A^y B'B^% . . . einen solchen 
mit dem Zentrum 0'; nun ist zu zeigen, daß die beiden Büschel 
0[ABCD . . .) und 0'{A'FC'I)' ..) projektiv sind. Es kann aber das 
Viereck ÄBC'l)' mit dem Viereck ABCD in Perspektive Lage ge- 
bracht werden (191 Bd.I); dann befinden sich auch die Kegelschnitte k 
und k' und auf ihnen die Punktepaare A^A^', B^B^\ . . . in perspek- 
tiver Lage. Der Strahlbüschel abcda^b^ ... ist nämlich projektiv 
zu den Büscheln A {ABCBA^B^ . . .) und A' [ÄB'C'L'A^' B^ . . .), wo 
AA und ÄÄ die Tangenten von k und h! in A resp. Ä bedeuten; 
denn der erste und zweite Büschel erzeugen den Kegelschnitt k, 
ebenso der erste und dritte den Kegelschnitt k\ Hat man also 
die drei Strahlen Ä {ECB') zu den drei Strahlen A [BCD] in Per- 
spektive Lage gebracht, so sind überhaupt je zwei entsprechende 
Strahlen der Büschel mit den Scheiteln Ä und A in perspektiver 
Lage, insbesondere auch die Tangenten von k und K in A und A\ 
Damit ist auch die Perspektive Lage von k und K erwiesen (denn 
vier Punkte und eine Tangente von h sind perspektiv zu den ent- 
sprechenden Elementen von k') und endlich die Perspektive Lage von 
A^A^', B^B^', . . . Dann sind auch die Büschel [ABCD . . .) und 0' 
[AB CD' , . .) perspektiv und also in der ursprünglichen Lage projektiv. 

265. Wenden wir uns zu unserer Eegelfläche zurück, so ist 
der Büschel der Strahlen durch L projektiv zu der Involution der 
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auf ihnen liegenden Punktepaare Ä, ^g ^^^ somit auch zu der In- 
volution der Punktepaare F^P^ auf /. Jener Büschel mit dem 
Scheitel Z ist aber auch projektiv zu der Reihe der Punkte Q auf d, 
da entsprechende Elemente in Ebenen durch die Gerade / liegen. 
Die Reihe der Punkte Q auf d ist also projektiv zu den Punkte- 
paaren P^P^ der Involution auf l (263). Hiermit ist der zweite Teil 
unseres Satzes bewiesen, dem man auch folgenden Ausdruck ver- 
leihen kann. Die Verbindungslinien der Punktepaare einer 
Involution auf einer Geraden / mit den entsprechenden 
Punkten einer dazu projektiven Reihe auf einer zu / wind- 
schiefen Geraden d bilden die Erzeugenden einer Regel- 
fläche 3. Grades. 

366. Die Regelfläche 3. Grades geht durch eine rezi- 
proke Raumtransformation wieder in eine Regelfläche 
3. Grades über. Denn die Flächen sind von der 3. Ordnung und 
der 3. Klasse, während also durch eine beliebige Gerade drei Tan- 
gentialebenen an die eine gehen, schneidet die entsprechende Gerade 
die andere in drei Punkten. Der Doppelgeraden der einen ent- 
spricht die einfache Leitgerade der anderen. In jedem Punkte der 
Doppelgeraden gibt es zwei Tangentialebenen, welche die Er- 
zeugenden durch ihn enthalten; dementsprechend gibt es bei der 
anderen Fläche eine Gerade, deren Ebenen diese in zwei Er- 
zeugenden schneiden, das ist aber die einfache Leitgerade. 

Zu jedem Satze über Regelflächen 3. Grades existiert demnach 
ein dualer Satz, der nicht besonders bewiesen zu werden braucht 
Da jede Ebene durch eine Erzeugende die Fläche in einem Kegel- 
schnitte schneidet, folgt sofort, daß die Fläche von jedem ihrer 
Punkte aus durch einen Kegel 2. Ordnung projiziert wird, wie wir 
auch bereits nachgewiesen haben. Da dieser Kegel die Fläche in 
einer Raumkurve 3. Ordnung berührt, welche die Torsallinien in 
den Kuspidalpunkten tangiert, folgt umgekehrt, daß die Tangential- 
ebenen in den Punkten eines auf der Regelfläche liegenden Kegel- 
schnittes die Schmiegungsebenen einer Raumkurve 3. Ordnung sind, 
welche die Torsallinien zu Tangenten und die zugehörigen Tangential- 
ebenen zu Schmiegungsebenen hat. 

So lassen sich auch den aufgeführten Erzeugungsarten der 
Regelfläche 3. Grades nach dem Prinzipe der Dualität andere an die 
Seite stellen. So bilden alle Tangenten einer Kegelfläche 2. Ord- 
nung, die eine feste Tangente derselben und eine beliebige Gerade 
schneiden, eine Regelfläche 3. Grades. So schneiden auch die 
Tangentialebenen einer Kegelfläche 2. Ordnung die entsprechenden. 
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Ebenen eines zu ihnen projektiven Ebenenbüschels in den Er- 
zeugenden einer Eegelfläche 3. Grades. 

367. Wir haben gesehen, daß die Kuspidalpunkte einer Eegel- 
fläche 3. Grades reell oder imaginär sein können. Es hängt das 
davon ab, ob die Tangentialebenen durch die Leitgerade / an den 
Leitkegelschnitt c reell oder imaginär sind, oder was dasselbe ist, 
ob der Schnittpunkt von Z mit der Ebene des Kegelschnittes c 
außerhalb oder innerhalb dieser Kurve liegt Wir wollen jetzt 
die spezielle Fläche untersuchen, für welche die beiden 
Kuspidalpunkte zusammenfallen, und die kurz als Cayley'- 
sche Fläche bezeichnet wird*^. Dann muß offenbar / die Kurve c 
schneiden; die Erzeugenden der Eegelfläche sind wie früher die Ver- 
bindungslinien entsprechender Punkte zweier projektiver Punktreihen 
auf / und e. Dabei darf der gemeinsame Punkt £ = l x c beider 
Eeihen sich nicht selbst entsprechen, sonst würde die erzeugte Fläche 
ein Hyperboloid sein. Wir nehmen deshalb an, daß dem Punkte L 
der Eeihe auf c der Punkt T der Eeihe auf l entspricht. 

Zunächst erkennt man nun, daß die Doppelgerade d der 
Fläche mit l zusammenfällt. Die Geraden d und / können näm- 
lich als die gemeinsamen Sekanten von vier Erzeugenden e^, e^, e^, e^ 
angesehen werden; diese schneiden auf c? und/ zweimal vier Punkte 
von verschiedenem Doppelverhältnis aus. Wäre dies nicht der Fall, 
so lägen die vier Erzeugenden auf einem Hyperboloide, das auch c 
enthielte und deshalb mit unserer Eegelfläche identisch wäre. Sind 
nun iPj, B^, JR^, R^ und P^, P^y Pg, P^ die Schnittpunkte der vier Er- 
zeugenden bezüglich mite und /, so vsi{P^P^P^P^ = L[B^R^B^R^) 
= 1{B^R^R^K^ Die Ebenen IR^, . . . IR^ schneiden aber d in vier 
Punkten Q^, Qg, %,Q,^ mit dem Doppelverhältnis (PjPgPgPJ, und durch 
S7e gehen die vier Erzeugenden e^, e^, e^, e^ hindurch. Das widerspricht 
dem vorher gefundenen Eesultat, daß (PiPgPs-PJ S (6162^3^4) ^^^ 
Wir schließen daraus, daß d nicht von l verschieden sein kann. 

Beschreibt die Erzeugende e die Fläche, so durchläuft ihr 
Schnittpunkt R mit c die Kurve c und ihr Schnittpunkt P mit Z = <f 
die Gerade /. Nähert sich dabei R dem Punkte L, so nähert sich 
P dem Punkte T, die Erzeugende e nimmt deshalb bei ihrer Be- 
wegung einmal die Lage / = J an. / ist also selbst eine Erzeugende 
der Fläche, und ihre beiden Kuspidalpunkte fallen mit T zusammen. 
Jede Ebene durch l = d schneidet die Fläche in zwei Erzeugenden, 
von denen die eine mit l zusammenfällt. Die Ebene durch /, die 
c in Z berührt, schneidet die Fläche in l und einer unendHch nahen 
Erzeugenden; sie berührt also den einen der beiden Flächenmäntel, 
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die durch die Doppelgerade </ = / gehen, längs dieser Geraden. Der 
andere Flächenmantel hat in jedem Punkte von / eine andere 
Tangentialebene, und zwar ist die Punktreihe auf l projektiv zu dem 
Büschel der zugehörigen Tangentialebenen, die natürlich durch l 
hindurchgehen. 

Die für die allgemeine Eegelfläche 3. Grades abgeleiteten Re- 
sultate erleiden für die Cayley'sche Fläche Modifikationen, die 
sich leicht ergeben, die wir jedoch nicht weiter verfolgen wollen. 
Es mag nur noch die folgende Erzeugungsweise der Fläche hervor- 
gehoben werden. Die Tangentialebenen einer Kegelfläche 2. Ord- 
nung schneiden die entsprechenden Ebenen eines zu ihnen projek- 
tiven Ebenenbüschels, dessen Achse die Kegelfläche berührt, in den 
Erzeugenden einer Cayley'schen Fläche. 

368. Wir wollen hier noch eine Frage beantworten, die 
auch bei den Konoiden ihre Erledigung gefunden hat, nämlich die 
Frage nach den oskulierenden Hyperboloiden. Die eine Schar 
eines solchen Hyperboloides liefert dann die Haupttangenten der 
ßegelfläche in den Punkten einer Erzeugenden. Hiermit ist dann 
die Möglichkeit gegeben bei beliebiger Parallel- oder Zentralprojek- 
tion nicht nur die Punkte, sondern auch die Tangenten des wahren 
Umrisses (oder der Lichtgrenze) zu zeichnen. Denn in einem be- 
liebigen Punkte des Umrisses liegen seine Tangente und der pro- 
jizierende Strahl harmonisch zur Erzeugenden und der Haupttangente. 

Zum Ausgangspunkt unserer Betrachtung wählen wir die Punkt- 
reihen auf der Doppelgeraden d und der einfachen Leitgeraden L 
Die Punkte der Eeihe auf d bezeichnen wir mit Q^, Q^, Qj, . . ., die 
Eeihe selbst mit (Q), die Punktepaare der Livolution auf l mit A^B^, 
Ä^B^, • . ., die involutorische Eeihe selbst mit [AB). Dann sind [Q) 
und [AB] projektiv; die entsprechenden Punkte haben gleichen In- 
dex, ihre Verbindungslinien Q^A^ = e. und Qfi^ = /^ (i = 1, 2, 3, . . . .) 
sind die Erzeugenden der Eegelfläche. Legen wir jetzt durch d 
und / ein Hyperboloid, so wird seine eine Schar auf diesen Geraden 
projektive Punktreihen (Q) und (P) ausschneiden; die Geraden dieser 
Schar sind Q^P. = g^. Hyperboloid und Eegelfläche mögen die 
Erzeugende e^ = ^^ gemein haben (also A^ = P^\ sie haben dann 
noch zwei weitere Erzeugende gemein, die wir durch folgende Über- 
legung gewinnen. Für jede gemeinsame Erzeugende fallen ein Paar 
entsprechende Punkte der projektiven Eeihen [P) und [AB) auf / 
zusammen. Um diese gemeinsamen Punkte zu finden, ziehen wir 
in einer Ebene durch / einen beliebigen Kreis k und projizieren 
die Eeihen (P) und [AB) von einem seiner Punkte K auf ihn. 
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Dadurch entstehen auf k zwei projektive Eeihen (P') und [Ä' B'), und 
die Geraden ^/^/ = •',. schneiden sich in einem Punkte S, Der 
Strahlbtischel (.«) ist projektiv zur Punktreihe (P') und auch zu dem 
Strahlbüschel, der seine Strahlen aus B^ durch die Punkte der 
Eeihe (P') schickt. Da s^ = Ä^ B^ = P/P/ ist, sind diese Strahl- 
büschel perspektiv und ihre entsprechenden Strahlen schneiden sich 
in den Punkten einer Geraden u (w geht durch s^ x Pi'P2' ^i^d 
^3 X B^P^). Bei der projektiven Beziehung der Reihen [F] und 
[A'B') entspricht jeder der beiden Punkte u X k sich selbst. Ihre 
Verbindungslinien mit ^schneiden / in den sich selbst entsprechenden 
Punkten der Eeihen (P) und [AB) (abgesehen von dem sich selbst 
entsprechenden Punkte Jj = PJ, und durch sie gehen die gemein- 
samen Erzeugenden von Eegelfläche und Hyperboloid. 

Damit nun das Hyperboloid die Eegelfläche längs e^ oskuliert, 
müssen die beiden soeben bestimmten Erzeugenden mit e^ zusammen- 
fallen, d. h. die oben erwähnte Gerade u muß h in Ä^ berühren. 
Dadurch wird dann eine Eeihe (P') auf k bestimmt, indem sich s^ 
und B^P! auf u schneiden, und diese liefert auf l eine Eeihe (P), 
die zu (Q) projektiv ist. Die Verbindungslinien der entsprechenden 
Punkte dieser Eeihen (P) und (Q) bilden die ein& Schar des osku- 
lierenden Hyperboloides, das hiermit gefunden ist 

269. Es genügt hier- 



nach, wenn man zwei 
Paare e^f^ und e^f^ von 
Erzeugenden kennt, um 
für eine beliebige andere 
gegebene Erzeugende e^ 
das oskulierende Hyper- 
boloid zu finden. Wir 
wollen nun die Konstruk- 
tion tatsächlich durch- 
führen, indem wir die 
Torsallinien e^ und e^ als be- 
kannt annehmen; die Kon- 
struktion ändert sich etwas, 
wenn an ihrer Stelle zwei 
Paare von Erzeugenden 
gegeben sind. Projizieren 
wir die Fläche auf eine beliebige Ebene, dann läßt sich die ganze 
Konstruktion in dieser Ebene ausführen. Dabei mögen die Projek- 
tionen der Geraden und Punkte mit den gleichen Buchstaben 




Fig. 134. 
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bezeichnet werden wie diese selbst, und zwar der Einfachheit halber 
ohne beigefugte Striche. Gegeben sind also die Projektionen d und l 
der Doppel- und einfachen Geraden, e^ und e^ der beiden Torsal- 
linien und e^ einer weiteren Erzeugenden (Fig. 134). Wir legen den 
Kreis k, der ja beliebig ist, durch A^ = l x e^ und A^= l x e^, 
ziehen seine Tangenten s^ und s^ in A^ resp. A^ und yerbinden 
ihren Schnittpunkt S ^ s^ x «, mit A^^ Ix e^ Diese Gerade 
«1 = SA^ schneidet h in zwei Punkten A^' und B^' (es ist gleich- 
gültig, ob der eine oder andere der beiden Punkte mit A^ be- 
zeichnet wird), und wir lassen hier das obenerwähnte K mit B^' 
zusammenfallen. Die Tangente u in A^' schneidet s,^ und s^ in 
Punkten 0^ und O3, und die Geraden B^O^ und B^'O^ schneiden 
auf l die Punkte P^ und P^ aus. P^Q^ und P^Q^ (Qj ^ e^x d, 
Q^=^ e^ X d) sind zwei Erzeugende des Hyperboloides, das die Eegel- 
ääche längs e^ oskuliert. 

Dieses Hyperboloid hat einen Kegelschnitt zum scheinbaxen 
Umriß, der die fünf Geraden d, l, e^, P^Q^ und P^Q^ berührt. 
Man erhält deshalb die Projektion der Haupttangente in einem 
Punkte X von e^, indem man aus X die Tangente an den Umriß- 
kegelschnitt legt, was mit Hilfe des Brianchon' sehen Satzes ge- 
schieht (P3§3 X P^Qi ^G, GXx A,Q^ ^H, P^Hxd^ J\ JX ist 
die Projektion der gesuchten Haupttangente. 

370. Die Regelfläche 4. Grades^®). Es sollen hier nur in 
aller Kürze einige wesentliche allgemeine Eigenschaften dieser Regel- 
flächen entwickelt werden, da wir weiterhin noch mehrere derartige 
Flächen zu betrachten haben. Auch das gerade und schiefe Kreis- 
konoid gehören zu dieser Flächenart. Wir gehen von der folgenden 
Definition aus. Die Verbindungslinien entsprechender Punkte 
zweier projektiver Punktreihen, deren Träger zwei be- 
liebige Kegelschnitte sind, liegen auf einer Regelfläche 
4. Grades. Seien c und c die beiden Kegelschnitte, TT und TT' 
ihre Ebenen, s deren Schnittlinie, A^A^A^ . . . und A^A^A^ . . . 
die projektiven Punktreihen auf c resp. c', die wir kurz durch [A) 
und [A!) bezeichnen. Dann lassen sich die projektiven Reihen {Ä) 
und (Ä!) und damit auch ihre Träger e und c' in Perspektive Lage 
bringen. Zu diesem Zwecke braucht man nur die Punkte A^ . . A^ 
zu den Punkten A^ . . A^ perspektiv zu legen (191 Bd. I); denn dann 
liegen auch .die Tangenten in den entsprechenden Punkten von c 
und d perspektiv, z. B. t^ in A^ und t( in J/. ^(^^^ ^i^^'y ^1'^/' 
t^ sind nämlich perspektiv zu A^A^, ^1^3 1 ^\^4,f ^i> ^^ ^^^ ersten 
vier Strahlen das gleiche Doppelverhältnis haben wie die letzten 
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vier, und drei Strahlen von jenen zu drei Strahlen von diesen bereits 
perspektiv liegen. Hierdurch ist eine Perspektive Lage der Ebenen 
TT und TT' hergestellt; zu jedem Punkt in TT gibt es einen Per- 
spektiven Punkt in TT' und umgekehrt. Bringen wir jetzt die Ebene 
TT' wieder in ihre ursprüngliche Lage, so sagen wir: die Ebenen 
TT und TT' sind zueinander projektiv, wenn sich je zwei Punkte in 
ihnen entsprechen, die vorher perspektiv waren. 

Um nun zu zeigen, daß jede Gerade // unsere Fläche in vier 
Punkten schneidet, benutzen wir die projektive Beziehung der 
Ebenen TT und TT'. Der Ebenenbüschel durch ff schneidet TT in 
einem Strahlbüschel (2) mit dem Scheitel G^ = ^ x TT und TT' in einem 
dazu projektiven Büschel (/") mit dem Scheitel H' = ff x TT'. Ver- 
möge der Projektivität der Ebenen TT' und TT entspricht dem Büschel 
(/") mit dem Scheitel H' ein projektiver Büschel (/*) in TT mit dem 
Scheitel H. Die projektiven Büschel (/) und {f) erzeugen einen Kegel- 
schnitt, der c in vier Punkten schneidet. " Schneiden sich in einem 
dieser Punkte ^^ die Strahlen 2^ und f^, «0 liegen i^ und f^' in einer 
Ebene durch ff als entsprechende Strahlen der Büschel (i) und (/*'); /*/ 
geht durch Ä^', und die Erzeugende Ä^Ä^' trifft ff. Das beweist, daß 
jede Gerade ff von vier Erzeugenden der Fläche geschnitten wird. 

371. Jede Erzeugende der Eegelfläche trifft zwei andere 
Erzeugende, d. h. sie trägt zwei Punkte ihrer Doppelkurve ^/; 
sie bestimmen sich wie folgt. Sind Ä^ und J^' entsprechende Punkte 
von c und c', also e^ = -^1-^1' ^i^ö Erzeugende, so sind A^ und A/ 
die Scheitel projektiver Büschel, deren entsprechende Strahlen die 
Kurven c und c' in entsprechenden Punkten schneiden. Treffen sich 
zwei entsprechende Strahlen dieser Büschel, so liegt in ihrer Ebene 
eine Erzeugende, die natürlich e^ schneidet. Dieses tritt aber zwei- 
mal ein, da beide Strahlbüschel die Gerade s in zwei projektiven 
Punktreihen schneiden und diese zwei Doppelpunkte besitzen (44). 

Jede Ebene durch zwei Erzeugende schneidet die Eegelfläche 
noch in einem Kegelschnitt; die Erzeugenden treffen alle diese 
Kegelschnitte in projektiven Punktreihen. Je zwei dieser Eeihen 
können zur Definition der Eegelfläche benutzt werden. Auch in 
den Ebenen TT und TT' liegen je zwei Erzeugende; die beiden in 
TT verbinden die Schnittpunkte c' X TT mit den entsprechenden 
Punkten auf c, 

272. Alle Ebenen durch je zwei Erzeugende schneiden 
jede solche Ebene in den Tangenten eines Kegelschnittes. 
Wir brauchen nur zu zeigen, daß die Spurlinien aller dieser Ebenen 
in TT einen Kegelschnitt k umhüllen. Zwei Erzeugende A^A^' und 
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B^B^' (/^j und B^ auf c, Ä^ und B^ auf c') schneiden sich, wenn 
A^B^ und Ä^B^ sich in einem Punkte B^ von s treffen. In den 
projektiven Ebenen TT' und TT entsprechen sich aber Ä^B^ und 
Ä^B^ und dem Punkte P,' von ^//>V ein Punkt P^ auf Ä^B^^ so 
daß Ä^B^ = ^i^i' ist. Der Punktreihe (P') auf s in H' entspricht 
in TT eine projektive Punktreihe (P) auf einer Geraden r, und die 
VerbindungsKnien P^[ (2 = 1, 2, 3, • . .) entsprechender Punkte um- 
hüllen einen Kegelschnitt ä. Der Geraden B:^P[ in TT entspricht 
eine Gerade durch P/ in TT', die erstere schneidet c in A^^ P., die 
letztere c' in den entsprechenden Punkten A[; B[\ beide liegen in 
der nämlichen Ebene durch P/, so daß sich A^A[ und B^B[ schneiden. 
Die Ebenen durch zwei Erzeugende schneiden also aus den projektiven 
Ebenen TT und TT' entsprechende Gerade aus; sie umhüllen in diesen 
Ebenen entsprechende Kegelschnitte k und k'y die beide * = TT X TT' 
berühren. Nach 234 folgt hieraus, daß p,lle Ebenen durch zwei 
Erzeugende eine abwickelbare Fläche 3. Klasse umhüllen; 
sie bilden also die Schmiegungsebenen einer Eaumkurve 3. Ordnung. 
Zu den Ebenen durch zwei Erzeugende gehören auch die Tangen- 
tialebenen längs der vier Torsallinien, sie schneiden TT in den ge- 
meinsamen Tangenten von k und c. 

278. Der Tangentialkegel aus einem Punkte der 
Doppelkurve d an die Eegelfläche ist von der 2. Ordnung, 
wie man schon daraus erkennt, daß jede Gerade aus diesem Punkte 
noch zwei weitere Erzeugende trifft, daß es also durch sie noch 
zwei Tangentialebenen an den Kegel gibt. Wir wollen die Sache 
jedoch noch etwas weiter verfolgen. Seien B ein Punkt der Doppel- 
kurve, «j und «2 die Erzeugenden durch ihn, A^y A^ und A^y A^ 
ihre Sclmittpunkte mit c resp. c. Ist dann tf^= A^A[ eine beliebige 
Erzeugende, so ist zu zeigen, daß die Ebene Be^ eine Kegelfläche 
2. Ordnung umhüllt, wenn e^ die Eegelfläche beschreibt. Legen wir 
nun durch A^A^ eine beliebige Ebene TT^ und schneiden sie mit der 
Kegelfläche, die B zum Scheitel und c zur Leitkurve hat; die 
Schnittkurve sei c® und ihr Schnittpunkt mit BA[ sei A^, Die 
Keihen [A) auf c, {Ä) auf c und (^^) auf c^ sind projektiv [A^^ A^, 
^2^=-^); diö Ebene Be^ schneidet c und c® in A. und AP. Die 
Verbindungslinien entsprechender Punkte der Reihen (A) auf c und 
{A^) auf c® bilden aber die eine Schar eines Hyperboloides, wie wir 
sogleich beweisen werden; die Ebenen Be^ oder BA^AP umhüllen 
deshalb einen Tangentialkegel 2. Ordnung von ihm. Berührt dieser 
das Hyperboloid in dem Kegelschnitt u, so schneidet die Schar von 
Geraden A^AP die Kurven c und u in projektiven Punktreihen. 
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Beschreibt also die Erzeugende e. die Eegelfläche, so umhüllt die 
KheneDe. eine Kegelfläche 2. Ordnung. Dabei ist die Punktreihe auf c 
durch die Erzeugenden e^ projektiv bezogen auf die Mantellinien der 
Kegelfläche, indem jede Erzeugende durch einen Punkt von c geht 
und den Kegel in einem Punkt der entsprechenden Mantellinie berührt 
Was aber für die Kegelfläche aus dem Scheitel I) gilt, gilt auch 
für den Tangentialkegel aus jedem anderen Punkte der Doppelkurve. 
Daraus ergibt sich aber eine zweite Erzeugungsweise unserer Eegel- 
fläche. Bezieht man die Mantellinien zweier Kegelflächen 
2. Ordnung projektiv aufeinander (indem man etwa die Punkte 
zweier Schnitte projektiv bezieht), so bilden die Schnittlinien 
der Tangentialebenen in entsprechenden Mantellinien die 
Erzeugenden einer Eegelfläche 4. Grades. 

Es ist nun noch zu zeigen, daß die Geraden Ä.Ä^^ die eine Schar 
eines Hyperboloides bilden, wenn die Reihen {Ä) auf c und {Ä^) auf 
c^ projektiv und die Punkte Ä^ und Ä^ beiden Eeihen entsprechend 
gemeinsam sind. Der Büschel A^{Ä^Ä^Ä^ . . , ,) in TT ist projektiv 
zu dem Büschel J^{Ä^Ä^^Ä^^ . . . .) in TT^, und da der erste Strahl 
in beiden übereinstimmt, sind sie perspektiv, d. h. die Geraden Ä^Ä^ 
liegen in den Ebenen eines Büschels, dessen Achse durch Ä^ geht; 
ebenso liegen sie in den Ebenen eines Büschels, dessen Achse durch 
Ä^ geht. Beide Ebenenbüschel sind projektiv, denn sie schneiden 
TT in projektiven Strahlbüscheln; ihre entsprechenden Ebenen 
schneiden sich also in den Geraden der einen Schar eines Hyper- 
boloides. 

Die doppelte Erzeugungsweise unserer Flächen zeigt, daß aus 
einer Eegelfläche 4. Grades durch reziproke Eaumtrans- 
formation wieder eine Fläche von gleicher Art hervorgeht. 
Zu jeder Eigenschaft der Eegelfläche gibt es demnach eine duale 
Eigenschaft. Aus dem Satz über die Ebenen durch zwei Erzeugende 
folgt: daß die Doppelkurve der Eegelfläche 4. Grades eine 
Eaumkurve 3. Ordnung ist, die vier Kuspidalpunkte trägt, 
was man auch daraus hätte schließen können, daß jede Ebene diese 
Kurve in drei Punkten schneidet. 

374. Wir betrachten jetzt die Fälle, in denen die projektiven 
Reihen [A) auf c und {Ä') auf c eine besondere Lage zueinander 
einnehmen. Wir haben gesehen, daß die Ebenen durch zwei Er- 
zeugende die feste Ebene TT in den Tangenten eines Kegelschnittes 
k schneiden. Diese Tangenten gingen durch die entsprechenden 
Punkte zweier projektiver Eeihen; die eine Eeihe lag auf .v, die 
andere auf einer Geraden r, beide Eeihen entsprachen sich bei der 
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projektiven Beziehung der Ebenen TT' und TT. Wir wollen nun 
annehmen, daß bei der projektiven Beziehung der Kegel- 
schnitte c und c' und der dadurch bedingten projektiven 
Beziehung ihrer Ebenen TT und TT' ein Punkt der Geraden 
Ä = TT X TT' sich selbst entspricht. Dann sind einerseits die 
Punktreihen auf s und r perspektiv; die Verbindungslinien ent- 
sprechender Punkte dieser Reihen gehen also durch einen festen 
Punkt Z von TT. Diesem Büschel in TT mit dem Scheitel L entspricht 
in der projektiven Ebene TT' ein Büschel mit dem Scheitel Z'; ihre 
entsprechenden Strahlen schneiden sich nach der Konstruktion auf s. 
Je zwei solche Strahlen schneiden aber c und c'.in entsprechenden 
Punkten, so daß in jeder Ebene durch die Gerade / = LL' zwei 
Erzeugende unserer Fläche liegen. Jede Erzeugende trifft die 
Gerade /. Andererseits sind die Strahlbüschel in TT und TT' mit 
dem gemeinsamen Scheitel projektiv; die Ebenen durch je zwei 
entsprechende Strahlen dieser Büschel umhüllen eine Kegelfläche 
2. Ordnung und enthalten je zwei Erzeugende der Eegelfläche, da sie 
c und c in zweimal zwei entsprechenden Punkten schneiden. Je zwei 
Erzeugende in jeder Tangentialebene dieser Kegelfläche schneiden 
sich auf L Zu den Tangentialebenen dieses Kegels gehört auch die 
Ebene 10, die c und c' in entsprechenden Punkten schneidet. Die 
Gerade l ist eine Doppelgerade unserer Regelfläche, jede 
Ebene durch sie schneidet die Fläche noch in zwei Er- 
zeugenden. Alle anderen Ebenen durch zwei Erzeugende 
umhüllen eine Kegelfläche 2. Ordnung K mit dem Scheitel 0, 
die von der Doppelgeraden / berührt wird. Wir können auch 
sagen: alle Ebenen, die Kegelschnitte der Regelfläche enthalten, um- 
hüllen einen Kegel 2. Ordnung K mit dem Scheitel 0. 

Überträgt man die Resultate von 47 und 49 auf eine Kegel- 
fläche, so erhält man folgenden Satz: Liegt in einer Tangential- 
ebene einer Kegelfläche 2. Ordnung eine beliebige Involution von 
Strahlenpaaren, deren Scheitel in den Scheitel der Kegelfläche fällt, 
so schneiden sich je zwei Tangentialebenen durch je zwei ent- 
sprechende Strahlen der Involution in den Strahlen eines ebenen 
Strahlbüschels. Nun schneiden aber die Strahlen x. durch Z die 
Kurve c in den Punktepaaren A., B. einer Involution, die mit 
verbunden, die Strahlenpaare OA., OB. einer Involution liefern. Die 
Tangentialebenen des Kegels K durch die Strahlen OA. und OB. 
schneiden sich in einer Geraden ?/., und alle diese Geraden y. 
(z = 1, 2, 3 . . .) liegen in einer Ebene M durch 0. Die Erzeugenden 
durch A. und B. liegen einerseits in der Ebene Ix. und andererseits 
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in den geDannten TangentialebeneD von K; ihr Schuittpunkt ist also 
der Schnittpunkt von y^ mit der Ebene Ix^ und liegt in M. Alle 
Ebenen durch / schneiden daher die Fläche in je zwei Erzeugenden^ 
deren Schnittpunkt in der Ebene M liegt. Der Ort dieser Punkte 
in M ist eine Doppelkurve m unserer Fläche, die demnach ein Kegel- 
schnitt sein muß, der den Punkt Jl/ = / x M enthält. Denn die 
Schnittkurve der Fläche mit M muß von der 4. Ordnung sein. Die 
Kegelfläche besitzt eine Doppelgerade/ und einen Doppel- 
kegelschnitt m, die sich in einem Punkte M schneiden. 
Die Ebene M des Doppelkegelschnittes m trägt auch den 
Scheitel des Kegels K, in dessen Tangentialebenen die 
Kegelschnitte der Eegelfläche liegen. Eine dieser Tan- 
gentialebenen enthält die Doppelgerade /. 

Die Tangenten von an die Kurve c berühren sie in zwei 
Punkten, durch die zwei Torsallinien der Fläche gehen, deren 
Kuspidalpunkte auf der Doppelgeraden / liegen. Die Berührungs- 
punkte der Tangenten von Z an c liegen auf zwei Torsallinien, deren 
Kuspidalpunkte dem Doppelkegelschnitte angehören. 

Die Tangentialebenen des Kegels K schneiden auf seiner Tan- 
gente / eine Punktreihe und aus seiner Tangentialebene TT einen dazu 
projektiven Strahlbüschel aus, der c in den Punktepaaren einer 
Involution schneidet. Die Verbindungslinien dieser Punktepaare 
mit den entsprechenden Punkten auf / sind die Erzeugenden der 
Eegelfläche, für die sich daraus folgende Erzeugungsweise ergibt. 
Bestimmt man auf einem Kegelschnitte eine Involution von Punkte- 
paaren und auf einer beliebigen Eaumgeraden Z eine dazu projektive 
Punktreihe, so bilden die Verbindungslinien entsprechender Punkte 
die Erzeugenden einer Kegelfläche 4. Grades mit der Doppel- 
geraden Z und einem Doppelkegelschnitte. 

Die Eegelfläche 4. Grades mit einer Doppelgeraden 
und einem Doppelkegelschnitt geht durch eine reziproke 
Eaumtransformation in eine Fläche derselben Art über. 
Dieses lehren uns unmittelbar die oben gewonnenen Eesultate. 

375. Wir gehen wieder von zwei Kegelschnitten c und c und 
zwei auf ihnen liegenden projektiven Punktreihen {A) und {A') aus; 
machen aber jetzt die Voraussetzung, daß die Schnittlinie s 
ihrer Ebenen TT und TT' sie in zweimal zwei entsprechenden • 
Punkten schneidet, oder daß bei der projektiven Beziehung der 
Kegelschnitte c und c, sowie ihrer Ebenen TT und TT', die Gerade s 
sich selbst entspricht. Schneiden sich also s und c in A^ und A^, 
so schneiden sich s und c in A^' und A^. Es ist klar, daß « eine 
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Doppelerzeugende der Eegelfläche 4. Grades ist, deren Erzeugende 
A.A! entsprechende Punkte von c und c verbinden. Wir wollen nun 
zeigen, daß die Eegelfläche 4. Grades im vorliegenden Falle 
außer einer Doppelerzeugenden noch zwei Doppelgeraden 
besitzt, die von allen Erzeugenden getroffen werden. 

Der Punktreihe auf s, als Eeihe der Ebene TT, entspricht in 
der projektiven Ebene TT' wieder eine Punktreihe auf s. Die beiden 
projektiven Eeihen haben zwei Doppelpunkte L und M, durch sie 
gehen die beiden Doppelgeraden l und m der Fläche. Man legt sie 
durch Z resp. M derart, daß sie zwei beliebige Erzeugende, etwa 
^3^3' und A^A^', treJBfen. Daß dann eine beliebige Erzeugende A^Af 
ebenfalls / und m trifft, erkennt man wie folgt. Die beiden Strahl- 
büschel Z {Aj^A^A^A^ und L [A^ A^ A^ A^) haben gleiches Doppel- 
verhältnis; sie liegen perspektiv, da L auf A^A^ liegt Deshalb 
schneiden sich die Ebenen LA^A^, ZA^A^ und ZA.Af in einer 
Geraden, d. h. A^A^ trifl't die Gerade /, in der sich die beiden ersten 
Ebenen schneiden. 

Jede Ebene durch eine Doppelgerade schneidet die Fläche noch 
in zwei Erzeugenden; jede Ebene durch die Doppelerzeugende ent- 
hält noch einen Kegelschnitt der Fläche. Durch jeden Punkt von / 
gehen zwei Erzeugende, die gemeinsamen Sekanten von c und »i; 
sie schneiden also c in einem Punktepaare, dessen Verbindungslinie 
durch M geht. Die Erzeugenden der Eegelfläche sind die 
gemeinsamen Sekanten zweier Geraden / und m und eines 
Kegelschnittes c. Dabei ist es gleichgültig, ob die Sekante LM, 
die in der Ebene des Kegelschnittes c liegt, diesen schneidet oder 
nicht. Im ersteren Falle ist Z M eine wirkliche Doppelerzeugende, 
in ihr durchschneiden sich zwei Mäntel der Eegelfläche; im letzteren 
Falle verläuft die Doppelerzeugende LM isoliert, sie liegt nicht auf 
der Eegelfläche selbst. Durch die Berührungspunkte der von M am c 
gelegten Tangenten gehen zwei Torsallinien, deren Kuspidalpunkte 
auf / liegen; analog gibt es zwei Torsallinien mit Kuspidalpunkten 
auf m. 

Der Tangentialkegel aus einem Punkte der Doppelerzeugenden 
an die Eegelfläche ist von der 2. Ordnung. Denn jede Gerade durch 
den Scheitel dieses Kegels trifft noch zwei Erzeugende der Fläche; 
es gehen durch sie also noch zwei Tangentialebenen des genannten 
Kegels. Man kann die Sache auch noch genauer verfolgen, indem 
man die gleiche Methode anwendet wie ifrüher bei der Eegelfläche 
4. Grades mit einer Doppelkurve 3. Ordnung. Hiernach folgt, daß 
die Erzeugenden der Eegelfläche auch als die Tangenten 
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einer Kegelfläche 2. Ordnung, die zwei feste Gerade l 
und m treffen, angesehen werden können. Die gemeinsame 
Sekante von / und m durch den Kegelscheitel ist die Doppel- 
erzeugende; die Schnittpunkte des Kegels mit den Doppelgeraden l 
und m sind die Kuspidalpunkte, und die bezüglichen Torsallinien 
berühren den Kegel in ihnen. 

Auch die Kegelflächen 4. Grades mit zwei Doppelgeraden und 
einer Doppelerzeugenden gehen bei einer reziproken Eaumtrans- 
formation wieder in Flächen derselben Art über. 

376. Sind nun alle Eegelflächen 4. Grades von einer der be- 
handelten drei Arten? Ohne Zweifel, wenn es auf ihnen Kegel- 
schnitte gibt; denn die Erzeugenden müssen auf diesen projektive 
Punktreihen ausschneiden. Jede Erzeugende einer Kegelfläche 
4. Grades wird aber von zwei anderen Erzeugenden getrofifen (245); 
eine Ebene durch zwei Erzeugende muß entweder noch einen Kegel- 
schnitt oder eine Doppelgerade ausschneiden. Denn zwei getrennte 
Gerade können es nicht in allen solchen Ebenen sein, sonst würde 
die Fläche in zwei Hyperboloide zerfallen. 

Es gibt nun in der Tat Eegelflächen 4. Graden, die zwei 
Doppelgerade besitzen, aber keinen Kegelschnitt ent- 
halten. Da eine Ebene durch eine Erzeugende die Fläche noch 
in einer Kurve 3. Ordnung schneidet, so sehen wir, daß ihre Er- 
zeugenden die gemeinsamen Sekanten einer ebenen Kurve 3. Ordnung 
und zweier sie schneidender Geraden sind; diese Geraden sind die 
Doppelgeraden der Fläche. Die Erzeugenden vermitteln zwischen 
den Punkten der Doppelgeraden eine zwei -zweideutige Beziehung 
(jedem Punkte der einen Geraden entsprechen immer zwei der 
anderen), und diese wird man bei einer näheren Untersuchung der 
Fläche zum Ausgangspunkte wählen. Wir haben bereits bei der 
projektiven Beziehung der Punkte einer Eeihe auf die Punktepaare 
einer Involution einen Kegelschnitt zu Hilfe genommen, und wir 
wollen auch hier die Punkte der einen Doppelgeraden / den Punkten 
eines Kegelschnittes l^ projektiv zuordnen. Den Punkten der zweiten 
Doppelgeraden m entsprechen dann Punktepaare auf / und durch 
die Projektivität zwischen / und l^ auch Punktepaare auf Z®. Die 
Verbindungslinien dieser Punktepaare von l^ umhüllen eine Kurve m^, 
und wir lassen den Punktepaaren auf l^ den Berührungspunkt ihrer 
Verbindungslinie mit m^ entsprechen. Es gibt nun immer zwei 
Punkte auf rfi, deren entsprechende Punktepaare auf /, oder auf l^, 
einen gegebenen Punkt enthalten. Da aber jedem Punkte von m 
ein Punkt von m® entspricht, so gibt es immer zwei Punkte auf m^, 
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deren Tangenten durch einen gegebenen Punkt von l^ gehen, d. h. 
m® ist ein Kegelschnitt. 

Zwischen den Punkten der Kegelschnitte l^ und m^ besteht 
eine zwei-zweideutige Beziehung; jedem Punkte von l^ entsprechen 
die beiden Punkte von m^, deren Tangenten durch ihn gehen; jedem 
Punkte von m^ entsprechen die beiden Punkte von l^, die auf seiner 
Tangente liegen. Bezieht man die Punkte von /* und m^ projektiv 
auf die Punkte der Doppelgeraden l resp. m, so erhält man auf 
ihnen eine zwei-zweideutige Beziehung, und die Verbindungslinien 
entsprechender Punkte liegen auf einer Eegelfläche 4. Grades. 

Den vier Punkten auf /®, die zugleich auf m^ liegen, entsprechen 
Punktepaare auf m^, deren Punkte zusammenfallen; den vier Punkten 
auf m^, deren Tangenten zugleich l^ berühren, entsprechen ebenfalls 
Punktepaare mit zusammenfallenden Punkten. Demgemäß gibt es 
auf jeder der beiden Doppelgeraden je vier Kuspidalpunkte, also 
im ganzen acht Torsallinien. Je nach der gegenseitigen Lage von 
l^ und m^ ergeben sich verschiedene Eealitätsverhältnisse der Kus- 
pidalpunkte. Näher wollen wir auf diese Art von Kegelflächen nicht 
eingehen, da sie weiterhin keine Anwendung finden. 

277. Die Normalenflächen einer Fläche 2. Grades^^). 
Zieht man auf einer beliebigen Fläche eine Kurve und in ihren 
Punkten die Normalen der Fläche, so erhält man eine Eegelfläche, 
die man als Normalenfläche bezeichnet. Es soll hier die Fläche 
2. Grades zu gründe gelegt werden, und wir wollen die Normalen- 
fläche für einen ihrer ebenen Schnitte konstruieren. Die Tangential- 
ebenen in den Punkten einer solchen Schnittkurve umhüllen aber 
eine Kegelfläche 2. Ordnung, welche die Fläche 2. Grades längs 
derselben berührt, und die Normalen der Fläche 2. Grades in ihnen 
sind zugleich Normalen der Kegelfläche. Unsere Aufgabe deckt 
sich also mit der folgenden: Die Normalenfläche für einen 
ebenen Schnitt einer Kegelfläche 2. Ordnung zu kon- 
struieren. Je nach 3er Lage des Schnittes gegen die Achse der 
Kegelfläche haben wir verschiedene Fälle zu unterscheiden, die uns 
zu den vorher aufgezählten Arten der Eegelflächen 4. Grades führen 
werden. 

Zunächst erkennen wir, daß der Eichtungskegel der Nor- 
malenfläche von der 2. Ordnung ist. Ist nämlich f der ge- 
gebene Kegel, S sein Scheitel, c seine Schnittkurve mit der Ebene TT^ 
so finden wir den Normalkegel N mit dem Scheitel S und seine 
Schnittkurve n mit TTi in folgender Weise. Ist P^P^P^ . . ., oder 
kurz {Fj, eine Punktreihe auf c, so schneiden die zugehörigen 
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Tangenten auf zwei festen Tangenten von c projektive Punktreihen 
aus, etwa {/i) und (J5). Indem wir sie mit 8 verbinden, erhalten wir 
zwei projektive Strahlbüschel [a) und {b)\ indem wir ferner auf jedem 
dieser Strahlen in S eine Normalebene errichten, gelangen wir zu 
zwei projektiven Ebenenbüscheln (A) und (B). Ihre entsprechenden 
Ebenen schneiden sich in den Mantellinien [q) des Normalkegels N, 
der somit von der 2. Ordnung ist, und diese trefifen TTj in den 
Punkten [Q) des Kegelschnittes n. Dabei ist die Punktreihe (P) 
auf c projektiv bezogen auf die Punktreihe {Q) auf n und auf die 
Mantellinien {q) des Normalkegels. 

Zieht man durch jeden Punkt der Punktreihe (P) auf c eine 
Gerade parallel zu der entsprechenden Mantellinie q des Normal- 
kegels — (P) und [q) sind projektiv — , so erhält man die Normalen- 
fläche. Die Normalenfläche ist vom 4. Grade, denn ihre 
Erzeugenden sind die Verbindungslinien entsprechender 
Punkte zweier projektiver Punktreihen, die auf dem Kegel- 
schnitte c und dem unendlich fernen Kegelschnitte von N 
liegen. 

278. Untersuchen wir zuerst die Normalenfläche für den 
Fall, daß c ein beliebiger Schnitt des Kegels f ist. In 
Fig. 135 ist c in der Ebene TTi angenommen, die Ebenen TTa und 
TTg sind senkrecht zu TTj durch die Achsen ÄJB und SD von c ge- 
legt; als Kurve c ist eine Ellipse gewählt. In der Figur sind die 
Ebenen TTg und TTg zuerst parallel mit sich selbst verschoben und 
dann um ihre Spuren x resp. y in die Horizontalebene umgelegt, um 
die Verhältnisse übersichtlicher zu gestalten. Die Tangenten von 
/S' an c berühren c in / und X] die Erzeugenden in TTi sind die 
Normalen i und k in den Punkten J und K von c; die Erzeugenden 
a und b in TTg gehen durch Ä und JB und stehen auf S"A resp. 
S"£ senkrecht; die Erzeugenden c und d in TTg gehen durch £ 
und D und stehen auf S"'JE resp. S"'D senkrecht. 

Die Normalenfläche besitzt eine Doppelkurve von der 3. Ordnung; 
ihre Kegelschnitte liegen in Ebenen, die eine abwickelbare Fläche 
3. Klasse umhüllen (272). Die Ebenen durch die Kegelschnitte der 
Normalenfläche, zu denen auch die unendlich ferne Ebene gehört, 
schneiden jede von ihnen in den Tangenten einer Parabel. So um- 
hüllen die ersten, zweiten und dritten Spurlinien dieser Ebenen je 
eine Parabel p^, p^ und p^. Die Parabel /7j hat die Achsen von c 
und die Erzeugenden i und k zu Tangenten; denn die ersteren sind 
die Spuren von T\^ und TTg, die letzteren sind die in TTi liegenden 
Erzeugenden, durch welche außer TTj noch je eine weitere Kegel- 



Verschiedene Flächen, 



261 



schnittebene hindurchgeht. Die Parabel p^ berührt die Geraden a 
und b, X und z, denn a und b sind Erzeugende, x und z die Spuren 
von TTi und TTg; analog berührt die Parabel p^ die Geraden d und 
€y y und z. 

Die gemeinsamen Tangenten von c und p^ sind die ersten Spur- 
linien solcher Ebenen, die zwei unendlich nahe Erzeugende der 
Fläche enthalten; die Erzeugenden durch ihre Berührungspunkte 




^''^^i> ^ 



Fig. 135. 

mit c sind die Torsallinien. Im vorliegenden Falle existieren nur 
zwei reelle Torsallinien, sie sind jedoch nicht in die Figur ein- 
getragen. 

379, Ist Z irgend eine Ebene durch zwei Erzeugende, dann 
müssen ihre Spurlinien «j, s^^ s^ beziehentlich die drei Parabeln 
Pi> P2> P3 törühren. Die Ebene Z schneidet die Fläche noch in 
einem Kegelschnitte q, der offenbar die folgenden Punkte enthält: 
B=^s^Xa, Tr= s^ X b, Z7= ^3 x d, F== s^ x e, X^s^ x i und 7=^^ x k. 
Nun gilt der Satz (263 Bd. I), daß die Tangenten einer Parabel auf 
zwei festen Tangenten derselben ähnliche Punktreihen ausschneiden. 
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Demnach begrenzen die Tangenten a, b und z der Parabel p^ auf den 
Tangenten s^ und ar je zwei Strecken, die in dem gleichen Verhält- 
nisse stehen, d. h. es ist: RZ: ZT^AC: C£ {Z=^zx s^, C=z Xxxy\ 
Da aber AC^CB ist, folgt RZ = ZT; ganz ebenso ergibt sich 
ÜZ = ZK Die Geraden RT und UF sind demnach zwei Durch- 
messer des Kegelschnittes q, dessen Mittelpunkt in Z liegt. 

Nun schneiden die Erzeugenden der Fläche auf allen Kegel- 
schnitten und insbesondere auf c und q projektive Punktreihen 
aus (271), so daß die Punkte A, R, D, E von c projektiv sind zu 
den Punkten Ry T, U, V auf q. Alle 2m DE parallelen Geraden 
schneiden aber c in den Punktepaaren einer Involution, deren 
Doppelpunkte A und B sind, und diese liegen zu jedem Punktepaar 
harmonisch. Demnach liegen die Punkte ABBE auf c und ebenso 
die Punkte RTUV auf q harmonisch. Folglich muß die Gerade UV 
durch den Schnittpunkt der Tangenten von ^^ in -S und T gehen, 
d. h. der Durchmesser UV ist parallel zu den Tangenten in den 
Endpunkten des Durchmessers RT, beide Durchmesser sind also 
konjugiert. Jede Ebene durch zwei Erzeugende schneidet 
die NormalenfJäche in einem Kegelschnitte, der von den 
Vertikalebenen durch die Achsen des Kegelschnittes c in 
konjugierten Durchmessern geschnitten wird; ihre End- 
punkte liegen auf den vier Erzeugenden durch die Scheitel- 
punkte von c. Mit anderen Worten: Die ersten Projektionen 
aller auf der Normalenfläche liegenden Kegelschnitte sind 
Kegelschnitte von der gleichen Art wie c, deren Achsen 
zugleich die Achsen von c sind. Denn je nachdem c vier, 
zwei oder einen reellen Scheitel hat, also Ellipse, Hyperbel oder 
Parabel ist, tritt gleiches für alle Kegelschnitte der Fläche ein. 

In der Figur ist als Ebene Z durch zwei Erzeugende die Ebene 
durch b gewählt, so daß b^s^ wird. Die erste Spur s^ geht durch 
B und berührt p^y sie schneidet c noch in Fy so daß Z die Er- 
zeugende f durch F enthält (/"J_c); die dritte Spur geht durch 
W = s^xJ)E und berührt p^ Es ist nur noch zu bemerken, was 
in diesem Falle aus T^s^xb wird, da ja ^2 = * ^^t. Nun sind s^ 
und b zwei Tangenten von p^\ fallen sie zusammen, so wird ihr 
Schnittpunkt T zum Berührungspunkte von b mit p^. Von q ist 
nur die erste Projektion q verzeichnet. 

Femer ist die Schnittellipse r der Fläche mit der Ebene TTj 
angegeben. Die Erzeugenden d und e treffen TTg in den Endpunkten 
P und Q des vertikalen Durchmessers von r; auf den Erzeugenden 
a und b liegen die Endpunkte N und des zu PQ konjugierten 
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Durchmessers, um N auf a zu bestimmen, müssen wir die zu a 
benachbarte Erzeugende mit TTg zum Schnitt bringen; dieser Punkt 
unterscheidet sich nur unendlich wenig von iV, so daß er an seine 
Stelle treten kann. Die erste Projektion N' liegt also auf der Achse 
AJB und auf der Normalen in dem zu Ä benachbarten Punkte 
von c; N' und 0' sind sonach die Krümmungsmittelpunkte für die 
Scheitel Ä und JS der Ellipse c. Die Ellipse r enthält auch die 
Punkte L = ixÄB und M= kxAB und G^fxb [G' ^fxAB 
GG'±x). 

Die scheinbaren Umrisse der Normalenfläche in TTp TTj und TT3 
sind Kurven 4. Klasse; speziell in T\^ wird der Umriß von der 
Evolute der Ellipse c gebildet. Die Umrisse sind in die Figur 
nicht eingetragen. 

380« Zwei Erzeugende h^ und h^ mit ihren ersten Spur- 
punkten -fiTj und J?2 auf c schneiden sich, wenn -Hj-Ög eine Tangente 
von /?! ist. Wir können dieses Kriterium jedoch durch ein anderes 
ersetzen. Sind t^ und t^ die Tangenten von c in i?^ und M^, so 
sind Äj und h^ respektive normal zu den Ebenen St^ und Sf^ 
Sollen sich diese Normalen schneiden, so muß die Gerade S^ff^ 
zur Schnittlinie der beiden Ebenen senkrecht sein. Für die erste 
Projektion sagt das aus, daß H^E^ senkrecht zur Verbindungslinie 
von üS" mit t^ x t^ sein muß. Eine Gerade schneidet also aus c 
zwei Punkte aus, deren Erzeugende sich treffen, wenn das von 
ihrem Pol auf sie gefällte Lot durch S' geht Speziell gehen 
die Torsallinien der Fläche durch diejenigen Punkte von <?, 
deren Normalen S' enthalten. 

Der vorher erwähnte Punkt ^^ x t^ liegt 4iuf dem Durchmesser 
von c, der dem zu Ey^E^ parallelen Durchmesser konjugiert ist 
Läßt man den Strahlen durch Ä' die zu ihnen senkrechten Durch- 
messer von c und diesen die konjugierten Durchmesser entsprechen, 
so erhält man drei projektive Strahlbüschel; der Ort der Punkte 
ty^ X ^2 ist 9,180 ein Kegelschnitt. Diese Kurve geht durch S\ C und 
die unendlich fernen Punkte von AB und D£\ sie ist sonach eine 
gleichseitige Hyperbel, deren Asymptoten zu den Achsen von c 
parallel laufen. Dieselbe schneidet c in den ersten Spurpunkten 
der vier Torsallinien, von denen jedoch nur zwei in unserem Falle 
reell sind. 

381, Jede Tangentialebene einer abwickelbaren Fläche 3. Klasse 
wird von allen übrigen in den Tangenten eines Kegelschnittes ge- 
schnitten (234). Sind A, B, f, A vier feste Tangentialebenen der 
abwickelbaren Fläche, so schneiden die übrigen B in den Tangentea 
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eines Kegelschnittes b und folglich die Geraden A X B und B X f 
in projektiven Punktreihen, da diese Geraden ebenfalls b herühren. 
Ganz ebenso schneiden die Tangentialebenen die Geraden B X f 
und r X A in projektiven Punktreihen; mithin sind auch die auf 
A X B und r X A durch die Tangentialebenen ausgeschnittenen Punkt- 
reihen projektiv. Die Kegelschnitte der Normalenfläche liegen aber 
in Ebenen, die eine abwickelbare Fläche 3. Klasse umhüllen, und 
ihre Erzeugenden sind die Schnittlinien von je zwei solchen Ebenen. 
Die Kegelschnitte der Normalenfläche schneiden demnach ihre Er- 
zeugenden in projektiven Punktreihen; diese Punktreihen sind sogar 
ähnlich, da die unendlich ferne Ebene die Normalenfläche ebenfalls 
in einem Kegelschnitte schneidet. Man kann dieses Resultat in der 
Form aussprechen: Drei beliebige Kegelschnitte der Normalen- 
fläche begrenzen auf jeder Erzeugenden zwei Strecken, 
deren Verhältnis konstant ist. 

Dieser Satz auf die Achsen der ersten Projektion einer Schnitt- 
kurve q angewendet ergibt folgendes Resultat. Der Krümmungs- 
mittelpunkt auf der einen Achse von c teilt die Entfernung der auf 
ihr liegenden Scheitelpunkte von c und q' in dem gleichen Verhält- 
nisse, wie der Mittelpunkt die Entfernung der auf der anderen 
Achse liegenden Scheitelpunkte. 

282. Die Normalenfläche eines Kegels 2. Ordnung für 
einen zu einer Hauptebene senkrechten Schnitt. Die Schnitt- 
ebene wählen wir wieder zur Horizontal ebene, die in ihr liegende 
Kurve sei eine Ellipse c mit den Achsen AB und DS; die Haupt- 
ebene machen wir zur Aufrißebene, in ihr liegt der Kegelscheitel S 
(Fig. 136). Wir wollen nun zunächst zeigen, daß die ersten Spur- 
linien der Ebenen durch zwei Erzeugende zwei Strahlbüschel bilden. 
Einerseits treffen alle zu DB senkrechten Sehnen von c diese Kurve 
in je zwei Punkten, deren Erzeugende sich schneiden; es folgt dieses 
direkt aus der Symmetrie der Fläche in bezug auf die Ebene T\^. 
Legen wir andererseits von 5' die Tangenten an c und ziehen in 
ihren Berührungspunkten / und K die Normalen i und k, so ge- 
hören diese der Normalenfläche an, und ihr auf JDJE liegender Schnitt- 
punkt L ^ i X k hat ebenfalls die Eigenschaft, daß jede Sehne durch 
ihn zwei Punkte von c trägt, deren Erzeugende sich schneiden. 
Nach 280 schneidet nämlich jede Gerade, die zu einem Strahl 
durch 5' in bezug auf c konjugiert und senkrecht ist, die Kurve c 
in zwei Punkten, deren Erzeugende sich treffen. Wir beweisen nun, 
daß alle diese Geraden durch L gehen. Der Büschel der Strahlen 
durch S' ist projektiv zur Punktreihe ihrer Pole, also auch projektiv 



Verschiedene Flächen, 



265 



zu dem Büschel ihrer konjugierten Polaren durch Z, Von den kon- 
jugierten Polaren durch S' und L sind aber drei entsprechende 
Paare zueinander senkrecht, nämlich: S'J und LJ, 8'K und LKy 
S'L und die Parallele zu ^-ff durch J. Deshalb sind die beiden 
Büschel kongruent, und es steht jeder Strahl durch S' auf seinem 
konjugierten Strahle durch L senkrecht. 

Die ersten Spurlinien aller Ebenen durch zwei Erzeugende 
gehen sonach entweder durch L, oder sie sind zu J -ff parallel. Die 




Fig. 136. 

Normalenfläche besitzt infolgedessen eine Doppelgerade / 
mit dem ersten Spurpunkte L und einen Doppelkegel- 
schnitt m. Die Doppelgerade / liegt in TTa; durch ihre Punkte 
gehen je zwei zu TTg symmetrische Erzeugende der Fläche. Der 
Doppelkegelschnitt m liegt in einer zu TTg senkrechten Ebene; durch 
seine Punkte gehen je zwei Erzeugende, deren erste Spurpunkte auf 
einer Geraden durch L liegen. Die Ebenen durch zwei Erzeugende, 
deren erste Spuren zu AB parallel laufen, umhüllen einen para- 
bolischen Cylinder, da die unendlich ferne Ebene mit zu diesen 
Ebenen gehört; auch die zu TTg normale Ebene durch / berührt 
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diesen Cylinder. l und m schneiden sich in einem Punkte M. Alle 
diese Eesultate folgen aus 274. 

Wir wollen diese Dinge nun etwas weiter verfolgen. Ist FG 
die zu TTg senkrechte Sehne von c durch Z und H ihr Pol, dann 
berühren die Tangentialebenen, die man durch BS an den gegebenen 
Kegel legen kann, denselben längs der Mantellinien SF und S6, 
Die Normalen zu diesen Ebenen in J^resp. G sind die Erzeugenden 
f und ff] sie schneiden sich in einem Punkte Jlf der Doppelgeraden /, 
und ihre Ebene fff ist zu HS normal. Somit ist die Doppelgerade 
/ in TTg das von Z auf HS gefällte Lot. Die Spur FG der Ebene fff 
ist einerseits zu ^JS parallel und geht andererseits durch i; der 
Punkt M= f X ff liegt deshalb sowohl auf der Doppelgeraden / wie 
auf dem Doppelkegelschnitte m [f J_ HF, g' J_ HG). In einem 
Punkte R von / schneiden sich auch die Erzeugenden a und h durch 
die Scheitelpunkte A und B, Endlich liegt auch der Schnittpunkt 
der Erzeugenden d durch B mit ihrer benachbarten Erzeugenden 
auf /; seine erste Projektion 0' muß offenbar der zum Scheitel B 
gehörige Ejümmungsmittelpunkt sein. Ganz ebenso liegt der Punkt i\^ 
der Erzeugenden e durch E auf /, wobei N' der Krümmungsmittel- 
punkt für den Scheitel F ist. 

Ist T =^ d X e, so ist TM die eine Achse des Doppelkegel- 
schnittes m\ denn M und T sind Punkte desselben, und er liegt zu TTg 
symmetrisch, m schneidet c in zwei Punkten P und Q, die sich auf 
den in TTi liegenden Erzeugenden i und k befinden. Hierdurch ist m 
bereits bestimmt; m geht aber auch durch die Schnittpunkte seiner 
Ebene mit a und b, die sich ebenfalls leicht konstruieren lassen. 
Die erste Projektion m hat die Achse M'T (in der Figur ist zu- 
fäUig y = y), und es ist CT' = CS'. Denn SEBT ist ein Kreis- 
viereck {SF±FT, SB ±_BT) und ST ein Durchmesser des umge- 
schriebenen Kreises. Der Mittelpunkt von ST ist zugleich der des 
Kreises und liegt auf der Mittelsenkrechten der Sehne BE, so daß 
seine erste Projektion mit C sich deckt, woraus dann S'C = CT folgt. 

388. Der scheinbare Umriß der Normalenfläche in TTj ist wieder 
die Evolute von c; der scheinbare Umriß in TTa ist eine Parabel m", 
sie berührt die zweiten Spurlinien aller zu TTg senkrechten Ebenen 
durch zwei Erzeugende. So berührt sie x = i>^ in /" und l m M. 
Die Ebenen durch zwei zu TTg symmetrische Erzeugende umhüllen 
nämlich einen parabolischen Cylinder, der von / und x berührt wird; 
sie schneiden deshalb diese Geraden in ähnlichen Punktreihen. Durch 
jeden Punkt der Reihe auf / gehen zwei Erzeugende; die Verbin- 
dungslinie ihrer ersten Spurpunkte geht durch den entsprechenden 
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Punkt der ähnlichen Keihe auf x. So entspricht dem Punkte L 
auf / der Punkt /" auf x {JJ"± x), und dem Punkte L auf x der 
Punkt M auf /. Der scheinbare Umriß w" berührt ferner die Er- 
zeugenden d und e in Punkten U und F, deren erste Projektionen 
mit Ä' zusammenfallen. Denn z halbiert alle von d und e begrenzten 
Parabeltangenten, da z, d und e auf allen Parabeltangenten je zwei 
Strecken von gleichem Verhältnis begrenzen (263 Bd. I), also halbiert 
es auch die Strecken TU und TF, und es ist TC = Cü'\ da aber 
nach dem Vorausgehenden TC^ CS' ist, folgt S' =^ ü' ^ F. End- 
lich berührt u" die Gerade z in dem Mittelpunkte der auf ihr von d 
und e begrenzten Strecke, d und e sind zwei Torsallinien der 
Fläche, die beiden anderen sind imaginär. 

Für die auf der Normalenfläche liegenden Kegelschnitte gelten 
ganz die gleichen Eesultate wie im vorausgehenden allgemeinen 
Falle; ihre Achsen liegen in den Ebenen TT2 und TT3, die in JDE 
und AB auf TTi senkrecht stehen. 

284. Die Normalenfläche eines Kegels. 2. Ordnung für 
einen zu einer Achse senkrechten Schnitt, die auch als 
gerade Normalenfläche bezeichnet wird (Fig. 137). Der gegebene 
Kegel sei f, seine Basiskurve c liege in TTi, sein Scheitel S auf der 
im Mittelpunkte von c errichteten Normalen z, so daß 8' der Mittel- 
punkt von c ist. Die Achsen von c seien AB und DE, durch sie 
legen wir die Vertikalebenen TT3 und TTg. Die Erzeugenden a und 
b durch A und B mögen sich in R {EA±SA, BB±SB), die Er- 
zeugenden d und e in T schneiden {DT±SJ), BT±SJE). 

Sind nun P und Q zwei zn JDU symmetrische Punkte von c 
und ist der Pol von PQ, so steht OS auf der Ebene der beiden 
Erzeugenden p und q durch P und Q senkrecht, da p und q zu 
den Ebenen SOP und SOQ senkrecht sind. Demnach ist auch in 
TT2 die Gerade jo"= q" normal zu OS, und wir wollen jetzt zeigen, 
daß p" durch T geht. Wir schlagen indessen den umgekehrten 
"Weg ein, indem wir P" (Aufriß von P) mit T verbinden und be- 
weisen, daß P'T zu OS normal ist. Die Punkte und P" auf DE 
beschreiben involutorische Punktreihen, wenn sich P auf c bewegt, 
da der Pol von PQ ist; die beiden Punktreihen (0) und (P") 
sind also projektiv. Deshalb sind auch die beiden Strahlbüschel, 
die aus S durch die Eeihe (0) und aus T durch die Keihe (P") 
gelegt werden, projektiv. Drei Strahlen des ersten Büschels, näm- 
lich SB, SE und der zu BE parallele Strahl, sind aber zu den ent- 
sprechenden Strahlen des zweiten Büschels, nämlich d, e und z «= 0", 
normal; es sind demnach je zwei entsprechende Strahlen beider 
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Büschel normal zueinander. Denn dreht man den einen Büschel 
um 90®, so gibt es drei Paar entsprechende, parallele Strahlen und 
somit sind beide Büschel kongruent. Da die Aufrisse sämtlicher Er- 
zeugenden durch T gehen, trefifen die Erzeugenden selbst eine in T auf 
TTg normale Gerade m. Ganz ebenso findet man, daß die Erzeu- 
genden eine in R auf TTg normale Gerade / treffen. Die gerade 
Normalenfläche besitzt zwei Doppelgerade l und m. 



l R 







Fig. 137. 

Sie besitzt außerdem als Doppelerzeugende die unend- 
lich ferne Gerade in W^ Denn in TTi liegen zwei Erzeugende 
der Fläche, die durch die Berührungspunkte der von 8' an c ge- 
legten Tangenten gehen. Ist c eine Hyperbel, so sind die Berüh- 
rungspunkte reell, ist c eine Ellipse, so sind sie imaginär; in beiden 
Fällen aber ist die unendlich ferne Gerade die Erzeugende für die 
beiden unendlich fernen Punkte von c, also eine Doppelerzeugende, 
wie schon daraus hervorgeht, daß die reellen oder imaginären Er- 
zeugenden in TTi die Geraden l und m treffen müssen. Ist c eine 
Ellipse, so verläuft die Doppelerzeugende isoliert. 

Die Erzeugenden a, b, d und e sind TorsaUinien der Fläche. 
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Die Kuspidalpunkte von a und b liegen auf m, die von d und e 
auf /; ihre ersten Projektionen sind die Krümmungsmittelpunkte 
von c. Der scheinbare Umriß m' in TTi ist die Evolute von c. 

285. Jede Horizontalebene schneidet die Normalen- 
fläche in einer Ellipse oder Hyperbel, je nachdem c eine 
Ellipse oder Hyperbel ist. Es folgt das schon aus den Resul- 
taten für die allgemeine Normalenfläche, läßt sich aber auch einfach 
direkt nachweisen. Ist c^ irgend ein Horizontalschnitt der Fläche, 
dann stehen je zwei entsprechende, auf der nämlichen Erzeugenden 
liegende Punkte von c und c^, etwa P und Pj auf p, in der folgenden 
Beziehung zueinander. Ihre Abstände von DJE stehen in einem 
konstanten Verhältnis — es ist gleich dem Verhältnis der Abstände 
des Punktes Ä von den Ebenen der Kurven c und Cj — ebenso 
stehen ihre Abstände von AB in einem konstanten Verhältnis. 
Daraus folgt, daß die Kurven c und c^ affin sind, was den Satz 
beweist. 

Vier beliebige Horizontalschnitte, etwa c und Cj, m und /, be- 
stimmen auf jeder Erzeugenden zwei Strecken, die in einem kon- 
stanten Verhältnis stehen. Sind X' und J' die Krümmungsmittel- 
punkte für die Scheitelpunkte A und S und sind A^ und E^ die 
entsprechenden Scheitel von Cj, so ist AA^^iTS' = EJE^iS'Y' oder 
AA^\EE^=^ S'E\A8\ Nehmen wir also AA^=-ES\ folgüch 
EE^ =^A8\ so kommt durch Subtraktion: Ä^8'=8'E^, wenn A8' 
und AA^ die gleiche Eichtung haben; dagegen kommt durch Addition: 
A^8' = S'E^y wenn A8' und AA^ entgegengesetzte Richtung haben. 
Unter den Horizontalschnitten der Normalenfläche sind demnach 
zwei Kreise, der eine hat die Differenz der Halbachsen von c zum 
Radius, der andere ihre Summe. Letzterer ist in der Figur wegen 
seiner Größe weggelassen, erster er als Kreis k eingetragen; u be- 
rührt k' in vier Punkten [p' ist als gemeinsame Tangente von u 
und h! in einem dieser Punkte eingezeichnet). 

286. Da die Tangentialkegel aus den Punkten der Doppel- 
erzeugenden von der 2. Ordnung sind (275), so haben wir den Satz: 
Die orthogonale Projektion der geraden Normalenfläche 
auf jede Vertikalebene hat einen Kegelschnitt mit verti- 
kaler Achse zum scheinbaren Umriß. Derselbe geht nämlich 
durch die Projektionen der vier Kuspidalpunkte hindurch, die paar- 
weise zur a:-Achse symmetrisch liegen. Im vorliegenden Falle ist 
der scheinbare Umriß eine Hyperbel, für die sich die Richtungen 
der Asymptoten in folgender Weise bestimmen. Ist IVV der zu der 
betreffenden Vertikalebene TT^ parallele Durchmesser von c, dann 
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sind die gesuchten Asymptoten zu den Projektionen der Erzengenden 
w und V durch W und F auf TT4 parallel. Die asymptotische 
Tangentialebene der Erzeugenden to ist nämlich parallel zur Tan- 
gentialebene des Kichtungskegels unserer Fläche längs der zu w 
parallelen Mantellinie. Derselbe ist aber ein Normalkegel des ge- 
gebenen Kegels r, die gemeinte Tangentialebene steht also senkrecht 
auf SfF und somit auf TT4; der unendlich ferne Punkt auf to gehört 
dem wahren, seine Projektion auf TT4 dem scheinbaren Umriß an. 

Da die asymptotische Ebene einer jeden Erzeugenden auf der 
Verbindungslinie ihres ersten Spurpunktes mit S senkrecht steht, 
so geht die Tangentialebene in ihrem Zentralpunkte (242), die auf 
jener senkrecht steht, durch S. Der Ort dieser Zentralpunkte ist 
die Striktionslinie. Die Striktionslinie der Normalenfläche 
ist also die Berührungskurve des von S an die Fläche ge- 
legten Tangentialkegels. 

287. Zur Konstruktion der Tangentialebene in einem Punkte 
unserer Fläche benutzen wir am besten die horizontale Tangente 
in diesem Punkte, zu der dann die erste Spurlinie der Ebene 
parallel ist. Die horizontalen Flächentangenten in allen Punkten 
einer Erzeugenden bilden aber die eine Schar eines hyperbolischen 
Paraboloides, ihre ersten Projektionen umhüllen deshalb eine Parabel. 
Diese wird von den Achsen der Kurve c, als Projektionen von l 
und m, von der Projektion der Erzeugenden und von der durch 
ihren ersten Spurpunkt gehenden Tangente von c berührt. Die 
erste Projektion der horizontalen Tangente in einem Punkte N einer 
beliebigen Erzeugenden p läßt sich somit nach demBrianchon'schen 
Satze konstruieren. Man ziehe durch N' eine Parallele zu DE und 
durch J' = p' X AB eine Parallele zur Tangente t in P; die Ver- 
bindungslinie ihres Schnittpunktes mit S' schneidet t in einem 
Punkte M der Projektion der gesuchten Tangente. Die Tangential- 
ebene in N hat eine zu N'M parallele erste Spurlinie. 

Der Berührungspunkt K' der Erzeugenden p' mit dem Umriß 
u ist die Projektion des Punktes K von p, dessen Tangentialebene 
vertikal steht. Da das vorher genannte Paraboloid die Normalen- 
fläche längs p berührt, so haben beide Flächen in K die nämliche 
Tangentialebene, d. h. jene Parabel berührt ebenfalls p' in K\ 
Nach dem Brianchon'schen Satze verbinde man L' = p' x ED mit 
t X AB und ziehe durch /' eine Parallele zu ED\ die Parallele zu 
t durch den Schnittpunkt beider Geraden geht dann durch K\ 

388. Zum Schluß geben wir noch die Konstruktion der Haupt- 
tangente h im Punkte P von c; die gleiche Konstruktion läßt sich 
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in jedem Punkte der Normalenfläche anwenden, nur tritt dann an 
Stelle der Tangente von c im Punkte P die horizontale Tangente 
des betreffenden Punktes. Wir gehen bei unserer Betrachtung von 
dem Büschel der Ebenen durch die Erzeugende p aus. Zu diesem 
ist einerseits die auf p liegende Eeihe ihrer Berührungspunkte pro- 
jektiv (241), andererseits aber auch der Strahlbüschel ihrer ersten 
Spurlinien und die auf c liegende Punktreihe ihrer Schnittpunkte 
mit c. Die in einer Ebene Z des Büschels liegende Gerade s, 
die durch deren Berührungspunkt und deren Schnittpunkt mit c 
geht, berührt die Fläche in einem Punkte von p und schneidet sie 
in dem entsprechenden Punkte von c. Dreht sich nun die Ebene Z 
um p, bis sie sich mit der Tangentialebene in P deckt, so bewegt 
sich s derart, daß ihr Berührungspunkt und ihr Schnittpunkt gleich- 
zeitig nach P rücken, und s wird zur Haupttangente in P. Die 
Geraden s verbinden aber entsprechende Punkte der projektiven 
Punktreihen auf p und c. Projiziert man nun die auf c liegende 
Punktreihe aus einem beliebigen Punkte von c auf die Tangente t 
des Punktes P, so ist auch die Punktreihe auf t projektiv zu der 
Eeihe auf p\ ja diese Reihen sind sogar perspektiv, da ihr gemein- 
samer Punkt P sich selbst entspricht. Die Verbindungslinien ent- 
sprechender Punkte der Eeihen auf p und t laufen alle durch 
den nämlichen Punkt H, und HP == h ist die gesuchte Haupt- 
tangente. Die Grenzlage der Geraden durch entsprechende Punkte 
von p und t fällt nämlich mit der Grenzlage der Geraden durch 
entsprechende Punkte von p und c zusammen. Denn der Ab- 
stand der entsprechenden Punkte von t und c wird unendlich 
klein von der 2. Ordnung, wenn ihre Abstände von P unendlich 
klein von der 1. Ordnung werden. Gleiches gilt auch für die 
Projektionen. 

Den Punkten P, J\ L' von /?' entsprechen die Punkte P, Q, Qj 
von c (QQj Durchmesser von c). Projizieren wir die letzteren aus 
P, auf t [PP^ Durchmesser von c), so erhalten wir die Punkte P, «/^ 
und Zi (P/j = 2P0, PXj = 2Pi^; P= tXÄB)\ H ist demnach der 
Schnittpunkt der Geraden JJ^ und LLy Wir haben also nur auf t 
zwei Punkte zu bestimmen, die von P doppelt so weit abstehen wie 
ihre Schnittpunkte mit den Achsen von c, und dieselben mit den 
Punkten von p auf der jeweiligen anderen Achse zu verbinden; 
diese Verbindungslinien schneiden sich in einem Punkte H' der 
ersten Projektion der Haupttangente von P. Projizieren wir J^ und 
ij auf X als J^' und Z/', so schneiden sich J"J^* und L"L^'' in 
einem Punkte E" der zweiten Projektion der Haupttangente. 
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289. Das Cylindroid^^). Die Punkte zweier beliebiger ebener 
Schnitte k und k^ eines Cylinders 2. Grades werden durch seine 
Mantellinien projektiv aufeinander bezogen. Verschiebt man die 
eine der beiden Kurven parallel zu sich selbst in der Bichtung der 
Schnittlinie s beider Ebenen und verbindet ihre Punkte mit den 
entsprechenden Punkten der anderen Kurve, so entsteht ein Cylin- 
droid. Aus dieser Definition folgt nach 270, daß das Cylindroid 
eine Regelfläche 4. Grades ist. Offenbar ist s eine Doppel- 
erzeugende desselben und zwar eine auf der Fläche liegende 
. oder eine isolierte, je nachdem k und ä, — die verschobene Kurve k^ 
— die Gerade s schneiden oder nicht. Denn die gemeinsamen 
reellen oder imaginären Punkte von k und Uq entsprechen sich selbst, 
so daß nach der Verschiebung auf s entsprechende Punkte von k 
und k^ liegen. Bei der projektiven Beziehung von k und k^ und 
ihrer Ebenen, die im vorliegenden Falle affin ist, entsprechen die 
Punkte von s sich selbst. Nach der Verschiebung bilden die ent- 
sprechenden Punkte auf s zwei kongruente Punktreihen; ihre sich 
selbst entsprechenden Punkte fallen in einen einzigen unendlich 
fernen Punkt zusammen. Durch diesen gehen die beiden Doppel- 
geraden der Fläche (275), die ebenfalls zusammenfallen müssen, 
sonst würde die Fläche in Flächen niedrigeren Grades zerfallen. Das 
Cylindroid besitzt eine unendlich ferne Selbstberührungs- 
gerade, längs deren sich zwei Mäntel der Fläche berühren. 

Man erkennt das auch in folgender Weise. Jeder zu s 
parallelen Sehne von k entspricht eine dazu parallele, gleich lange 
Sehne von k^ und also auch von Äj ; die ihre Endpunkte verbindenden 
Erzeugenden laufen parallel, schneiden sich also in einem Punkte 
der unendlich fernen Doppelgeraden. Diese ist die unendlich ferne 
Gerade der Richtebene, zu der alle Erzeugenden parallel sind; 
die Richtebene ist nämlich parallel zu s und zu den Mantellinien 
des zugrunde gelegten Cylinders. Für jeden Punkt der unendlich 
fernen Doppelgeraden sind aber die beiden Tangentialebenen iden- 
tisch, da beide Erzeugenden durch ihn mit ihr in einer Ebene 
liegen; die beiden Flächenmäntel berühren sich also längs derselben. 
Die Berührungspunkte der beiden zu s parallelen Tangenten von k 
liegen auf den beiden Torsallinien der Fläche, deren Kuspidal- 
punkte unendlich fern sind. 

Bei der Darstellung der Fläche nehmen wir s vertikal an 
(Fig. 138); es ist nur der zwischen den Kurven k und k^ liegende 
Teil der Fläche gezeichnet. AB und -df^jS^ seien die vertikalen 
Durchmesser von k und k^, CD und C^J)^ die dazu konjugierten, 
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und Oj die bezüglichen Mittelpunkte; 0^ sei der Mittelpunkt 
von h^ [Kq ist nicht gezeichnet). Die ersten Projektionen aller Er- 
zeugenden sind unter sich parallel, zu ihnen parallel wählen wir 
auch die ar- Achse; der scheinbare Umriß wird von den ersten Pro- 
jektionen der Torsallinien CC^ und DB^ gebildet. Für den Aufriß 
bildet die Striktionslinie u den wahren, ihre Projektion u" den 
scheinbaren Umriß. Denn die asymptotische Ebene einer jeden 




Fig. 138. 

Erzeugenden ist zu TTg parallel, also steht die Tangentialebene in 
ihrem Zentralpunkte auf TTg senkrecht. Der Umriß u hat die beiden 
Torsallinien zu Asymptoten; die Konstruktion einzelner Punkte von u 
findet sich weiter unten; u" umhüllt die Projektionen aller Er- 
zeugenden. 

390. Jede Ebene durch s schneidet den zugrunde 
gelegten Cylinder und das Cylindroid in zwei kongruenten 
Kegelschnitten; indem man den ersteren um eine bestimmte Strecke 
— die Verschiebungsgröße — in der Richtung von s verschiebt, 

BoHN u. Pappbritz. III. 3. Aufl. 18 
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erhält man den letzteren. Ist nämlich A die schneidende Ebene 
und sind Iq und / die Schnittkurven mit Cylinder und Cylindroid, 
so teilt / die zwischen k und k^ liegenden Stücke aller Erzeugenden 
in dem nämlichen Verhältnisse, wie unmittelbar aus dem Grundrisse 
ersichtlich ist, und dies gilt auch für die Teile der Fläche, die sich 
über k oder k^ hinaus erstrecken. Sind also F, P^,Q die Punkte einer 
beliebigen Erzeugenden auf k, k^, l und sind P, P^, Q^ die Punkte 
der entsprechenden Mantellinie auf k, k^, l^, so ist QQ^iP^P^ 
= PQ:PP^, oder QQ^: 0^0^ = P'Q' :P'P^'= const Hieraus ersieht 
man, daß die Verschiebungsgröße für alle Punkte der Ebene A die- 
selbe ist, nämlich gleich QQ^. Trägt man im Grundrisse die Strecke 
OqOj = KK^ parallel zur ersten Projektion der Erzeugenden ein, so 
daß K auf ä' und K^ auf A/ liegt, dann schneidet die Gerade l' 
auf ihr die Strecke KZ = QQq ab. Die erste Spur einer jeden 
Ebene durch s schneidet auf KK^, von K aus gerechnet, die Ver- 
schiebungsgröße ab. 

Um die Tangentialebene der Fläche in einem beliebigen Punkte 
Q zu bestimmen, suche man die Tangente des durch Q laufenden 
Kegelschnittes Z. Nun geht / aus l^ durch Parallelverschiebung 
hervor; demnach ist auch die Tangente von Z in Q parallel zu der 
von Iq in Qq, und sie schneiden s in zwei Punkten T und 1^ vom 
Abstände TT^ = QQq gleich der Verschiebungsgröße. Durch T^ geht 
aber auch die Tangente von k in P, da k und /^ Schnitte desselben 
Cylinders und P, Q^ Punkte der nämlichen Mantellinie sind. Trifft 
also die Erzeugende durch Q den Kegelschnitt k in P, und schneidet 
die zugehörige Tangente von k die Gerade s in T^, so liegt der 
Punkt T von s auf der Tangentialebene von Q, wenn T^T gleich 
der Verschiebungsgröße ist {TqT== KL). Soll umgekehrt der Punkt Q 
der Erzeugenden PP^ gefunden werden, dessen Tangentialebene 
durch T auf s geht, so ziehe man die Tangente von k in P, sie 
schneidet s in Tq, und trage SLuf KK^ die Strecke KL==TqT SLui\ 
dann liegt Q' auf SZ {S erster Spurpunkt von s). Der Punkt U 
von PP^ liegt auf dem Umrisse u, wenn seine Tangentialebene zu 
TTg normal ist; sie schneidet also s in einem Punkte F, dessen 
Projektion V' auf P"P/' liegt Trägt man demnach T^F" auf 
KK^ als KJF auf, so liegt U' auf SJF. In der Figur ist u" nicht 
eingezeichnet; Lage und Form dieser Kurve sind ja klar. 

Jeder ebene Schnitt des Cylindroides ist eine Kurve 4. Ordnung, 
die eine Doppelasymptote besitzt, d. h. eine Asymptote für zweimal 
zwei im Unendlichen zusammenhängende Kurvenzweige, da die 
Fläche im Unendlichen eine Selbstberührungsgerade aufweist Das 
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Verhalten der Kurve gegenüber dieser Doppelasymptote ist dem 
zweier Hyperbeln mit gemeinsamer Asymptote dieser gegenüber 
analog. Es ist das natürlich nur der Fall, wenn die genannten 
Kurvenzweige reell sind; sie können jedoch auch konjugiert imaginär 
werden, was bei einer gewöhnlichen Asymptote nicht eintreten kann. 
Um Punkte der in einer Ebene E liegenden Schnittkurve zu er- 
halten, benutze man zu TTg parallele Hilfsebenen; sie schneiden das 
Cylindroid in je zwei parallelen Erzeugenden und E in je einer 
Geraden. Unter den Parallelebenen zu TTg gibt es eine, die das 
Cylindroid und die Ebene E in drei Parallelen schneidet, ihre 
Schnittlinie mit E ist die Doppelasymptote. Da dieselbe die in dieser 
Ebene liegenden Sehnen von k und k^ in dem gleichen Verhältnisse 
teilt, so entsprechen sich die Teilpunkte bei der affinen Beziehung 
der Kurven k und k^ Sind also e^ und e^ die Spuren von E in 
den Ebenen der Kegelschnitte k und Äj und entspricht der Spur e^ 
vermöge der affinen Beziehung die Gerade f^ in der Ebene von h^, 
so geht die Doppelasymptote durch den Punkt e^ x f^* In der 
Figur ist die Konstruktion weggelassen. 

391, Um die Haupttangente in einem beliebigen Punkte 
des Cylindroides zu finden, lege man durch ihn die Erzeugende G G^ 
und suche zunächst in ihrem Schnittpunkte G mit k die Haupt- 
tangente auf. Jede Ebene durch g^GG^ schneidet k in einem 
Punkte und berührt die Fläche in einem Punkte von g\ dreht sich 
die Ebene um ^, so entstehen auf k und g projektive Punktreihen 
(288). Den Punkten G, P, E von ä, wo GP ein Durchmesser und 
EG eine vertikale Sehne von k ist, entsprechen hierbei die Punkte 
Gy Hj CO von g, wenn H der Berührungspunkt der Ebene gP ist. 
Projiziert man die Punktreihe von k aus einem ihrer Punkte, etwa E, 
auf seine Tangente GB^, so ist diese Reihe zu der Reihe auf g 
perspektiv. Es entsprechen sich dabei die Punkte G, H, oo auf g 
und G, M, J auf GP^, und zwar ist /= GP^ x CD der Pol von EG 
und GM^ 2 GJ, da EP\\ CD ist. Die Verbindungslinien entsprechen- 
der Punkte, nämlich HM und /c», schneiden sich in einem Punkte N 
der Haupttangente von G (288). Nun ist JN^\GHy daraus er- 
gibt sich die folgende Konstruktion. Man bestimme zunächst //, 
indem man die Tangente von K' in G" mit s" in P^ und den 
Durchmesser G"P" mit .s" in P schneidet, die Strecke PP^ auf KK^ 
von K aus aufträgt und ihren Endpunkt mit S verbindet; auf dieser 
Geraden liegt dann H\ In der Figur ist nur \PPq auf KK^ auf- 
getragen, die Verbindungslinie des Endpunktes mit S liefert hier U^ 
[G'H^^\G'H\ e'=^'). Nun ziehe man durch «7' {r^G"P^ 

18* 
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X C'D" oder [C'B'E'J') = - 1) eine Gerade parallel und gleich 
lang zu E'H^, so liegt ihr Endpunkt N' auf der ersten Projektion 
der Haupttangente von G. Macht man /"i\^"#(7"jy^", so ist G"N" 
ihr Aufriß. 

Zieht man durch R^ eine Parallele zm g, so trifft diese die 
Haupttangente GN in einem Punkte X, ihre erste Projektion ist SX', 
ihre zweite BqX'\ Es läßt sich nun zeigen, daß die Haupttangenten 
in allen Punkten von g so beschaffen sind, daß ihre ersten Projek- 
tionen durch X' laufen. Geht die Haupttangente in G^ durch iVp 
so ist c//i\^/#i;'ir^'(/V/||/, J^ auf C^ D^')\ denn die Tangente 
von Äj" in G^' und der Durchmesser G(' 0(' schneiden s' in zwei 
Punkten, deren Abstand RE^ ist, wie leicht einzusehen. Deshalb 
geht auch E^'N^' durch X', da J'J^' = N'N^ ist, und somit gilt das 
gleiche für die ersten Projektionen aller Haupttangenten, deren Be- 
rührungspunkte auf g liegen. Diese bilden nämlich die eine Schar 
eines hyperbolischen Paraboloides und projizieren sich auf TTj als 
Büschel, da sich die Geraden der anderen Schar als Parallelen (zu x) 
projizieren. Alle Haupttangenten in den Punkten von g treffen die 
Vertikale durch J' in Punkten, deren Abstände von X gleich den Ver- 
schiebungsgrößen der Ebenen sind, die s mit den bez. Berührungspunkten 
verbinden. Denn diese Punkte liegen auf Parallelen zu g, welche 
s in Punkten schneiden, die von R^ die genannten Abstände haben 
(G/Ttangiert *,", BJ = O^'O^', YZ" \\g", Z' = X', X" Z" = 0^'0^'\ 

Hiemach ist die Haupttangente in einem beliebigen Punkte von g 
leicht zu zeichnen. Im Punkte g X n teilen die Normale zu TTg und 
die Tangente von u den Winkel der Erzeugenden und der Haupttan- 
gente harmonisch (315); deshalb geht die Tangente von u' im Punkte 
g' X u durch den Mittelpunkt des von X' auf g gefällten Lotes. 

392. Die Wölbfläche des schiefen Durchgangs^*). Die 
Erzeugenden dieser Fläche treffen gleichzeitig zwei parallel gestellte, 
gleich große Kreise k und k^ und eine zu den Ebenen dieser Kreise 
normale Gerade w, die durch den Mittelpunkt der Verbindungs- 
linie der beiden Kreismittelpunkte IT und M^ geht. In der Fig. 139 
ist TTg parallel zu den Kreisen und T\^ parallel zu MM^ genommen; 
TTj ist offenbar auch parallel zu w, da TTj J_ TTg ist. Die Durch- 
stoßpunkte von n mit den Kreisebenen seien N und Ny Die Hori- 
zontalebene durch n (und MM^) ist eine Symmetrieebene der 
Wölbfläche; denn jeder der beiden Kreise h und k^ liegt zu ihr 
symmetrisch. Je zwei Erzeugende liegen zu der genannten 
Ebene symmetrisch und schneiden sich in einem Punkte 
der Geraden w, die eine Doppelgerade der Wölbfläche ist. 
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JedeEbene durch die Doppelgerade n schneidet die 
Wölbfläche in zwei parallelen Erzeugenden, die von Ogleich 
weit abstehen. Jede Gerade durch trifft also die Fläche in 
zwei Punkten, die von gleich weit entfernt sind; ist Mittel- 
punkt der Fläche. Zum Beweise legen wir durch n eine beliebige 







Fig. 139. 

Ebene, die k in PQ und k^ in P^Q^ schneidet. Die Sehnen PQ 
und P^Q^ gehen durch N resp. N^, sind parallel und gleich lang, 
wie man sofort aus dem Aufriß erkennt, da 0" = iV" = iV^" die 
Strecke M"M^' halbiert. PP^ und QQ^ sind demnach zwei parallele 
Erzeugende der Fläche, während PQ^ und P^Q sich in schneiden; 
O ist der Mittelpunkt des Parallelogrammes PP^Q^Q und hat von 
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den Erzeugenden PP^ und QQ^ gleichen Abstand. Dreht sich die 
genannte Ebene um n, so beschreiben die Erzeugenden PP^ und 
QQ^ die Fläche, während die Geraden PQ^ und P^Q einen Kegel 
mit dem Scheitel beschreiben, der die Kreise k und k^ trägt. 
Die Mantellinien dieses Kegels treffen auch die Leitkurven k, k^ 
und n, so daß die gemeinsamen Sekanten dieser drei Kurven eines- 
teils die Wölbfläche und anderenteils einen Kegel 2. Grades bilden. 

Die Erzeugenden der Wölbfläche schneiden die Kreise k und k^ 
in projektiven Punktreihen. Lassen wir nämlich wieder die Ebene 
durch die parallelen Erzeugenden PP^ und Q,Q^ sich drehen, so sind 
die von P auf k und von Q^ auf k^ beschriebenen Reihen kongruent, 
also projektiv, und ebenso sind die von Q^ auf h^ und von Pj auf k^ 
beschriebenen Reihen projektiv, denn sie sind involutorisch. Daraus 
folgt unsere Behauptung, und wir schließen nach 270, daß die 
Wölbfläche vom 4. Grade ist und außer der Doppelgeraden n 
noch einen unendlich fernen Doppelkegelschnitt besitzt. 
Das letztere sehen wir leicht direkt ein. Da die Erzeugenden 
paarweise parallel sind, schneiden sie sich in den Punkten einer 
unendlich fernen Doppelkurve. Diese ist ein Kegelschnitt, sobald 
der Eichtkegel der Wölbfläche vom 2. Grade ist, was wir jetzt zeigen 
wollen. Als Scheitel des Eichtkegels wählen wir den Punkt N und 
suchen seine Schnittkurve i^ mit der Ebene von ky Ziehen wir durch 
N eine Strecke NJ^ parallel und gleich lang mit der Erzeugenden 
PP-^i so liegt /j auf der gesuchten Kurve iy Deshalb ist PN=P^Jy 
und da nach früherem PN = N^Q^ ist, folgt weiter: P^J^ = N^Qy 
woraus sich dann unmittelbar: M^J^ = ^\^\ ergibt. Der Richt- 
kegel mit dem Scheitel N schneidet somit die Ebene von k^ in einem 
zu Äj konzentrischen Kreise iy der durch N^ geht. Die Horizontal- 
ebene durch n ist auch Symmetrieebene des Richtkegels, sie schneidet 
ihn in n und einer zweiten, zu MM^ parallelen Mantellinie. Da 
aber die Normalebenen zu n Kreisschnitte des Eichtkegels liefern, 
so müssen dies auch die Normalebenen zu MM^ tun. 

Die Erzeugenden ÄA^ und BB^ in der Symmetrieebene sind 
Torsallinien der Wölbfläche, ihre Kuspidalpunkte JE" und Ä^^ liegen 
auf n. Das Stück KK^ der Doppelgeraden verläuft isoliert, ihre 
anderen Teile liegen auf der Fläche. Außerdem gibt es noch zwei 
Torsallinien durch die Berührungspunkte der von N an den Kreis k 
gelegten Tangenten (in der Figur sind sie imaginär), ihre Kuspidal- 
punkte sind unendlich fern. Im vorliegenden Falle, wo N innerhalb k 
und N-^ innerhalb k^ liegt, gibt es zwei reelle, zu n parallele Er- 
zeugende CC^ und DDy 
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293. Jede Vertikalebene durch eine Erzeugende der Wölbfläche, 
etwa PPj, enthält noch eine zweite, etwa Ä-ff^, die sich mit ihr auf 
n schneidet; beide liegen symmetrisch zu der Horizontalebene durch n. 
Eine solche Ebene schneidet die Fläche noch in einem Kegelschnitt, 
und alle diese Ebenen umhüllen eine Cylinderfläche 2. Grades (274). 
Es ist das leicht einzusehen, da bei der projektiven Beziehung von 
k und Äj den vertikalen Sehnen von k vertikale Sehnen von k^ ent- 
sprechen; diese schneiden AB und A^£^ in projektiven Punktreihen, 
deren Verbindungslinien einen Kegelschnitt u (in der Figur eine 
Hyperbel) umhüllen. Die Tangenten von u sind die Schnittlinien 
jener Vertikalebenen mit der Symmetrieebene, oder die orthogonalen 
Projektionen der Erzeugenden auf diese Ebene. ist offenbar der 
Mittelpunkt der Hyperbel u, da je zwei parallele Erzeugende von 
gleichen Abstand haben. CI) und C^D^ sind entsprechende vertikale 
Sehnen von k und k^, sie schneiden AB und A^JB^ in N und iV^; 
iViVj ist also eine Tangente von u und zwar eine Asymptote, da sie 
durch den Mittelpunkt von u geht. Ist Z der Pol von CD in 
bezug auf k und L^ der von C^J)^ in bezug auf k^, so sind auch Z 
und Z/j entsprechende Punkte der Reihen auf AB und A^B^, denn 
es ist [ABNZ) = [A-^^B^N^Z^ = — 1. ZZ^ geht durch und ist die 
andere Asymptote von w. Die Hyperbel u berührt die Geraden 
AA^y BB^y AB, A^B^\ ihre Berührungspunkte sind die Mittelpunkte 
der auf ihnen durch die Asymptoten begrenzten Strecken. 

Hieraus erkennt man, daß der scheinbare Umriß in T\^ von 
u und den Geraden ^'J/, B'B-^ gebildet wird. Von w' sind aller- 
dings beim Umriß nur die Stücke beteiligt, die sich an die Asym- 
ptote w' anschließen, und zwar bis zu ihren Berührungspunkten G' 
und H' mit A'A^ und B'B^. Im Aufriß wird der Umriß von den 
Projektionen der beiden Kurven / und l^ gebildet, die die Fläche 
begrenzen und in Parallelebenen zu TTg angenommen sind. 

Jede Vertikalebene durch eine Erzeugende enthält, wie wir sahen, 
einen Kegelschnitt der Wölbfläche. Dieser Kegelschnitt ist eine 
Hyperbel, ihre Hauptachse liegt in der Symmetrieebene, ihr Mittel- 
punkt auf JI/jJ!^ und die Endpunkte dieser Achse auf J^^ wniBB^ 
Die Asymptoten dieser Hyperbel sind zu den in ihrer Ebene liegenden 
Erzeugenden parallel; denn zu jeder von diesen gibt es eine parallele 
Erzeugende, die demnach einen unendlich fernen Punkt jener Hyperbel 
liefert. Durch jede Tangente von u geht eine Vertikalebene, die 
zwei reelle oder konjugiert imaginäre, zur Tangente symmetrische 
Erzeugende enthält und die Fläche somit noch in einem Kegel- 
schnitt schneidet. Dieser ist eine Ellipse (oder Kreis), falls dia 
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Erzeugenden imaginär sind; zu ihnen gehören auch die Kreise k 
und ky Die Erzeugenden schneiden alle auf der Fläche liegenden 
Kegelschnitte in projektiven Puuktreihen (271). Es soll nun gezeigt 
werden, daß die zweiten Projektionen dieser Kegelschnitte 
sich in perspektiver Lage befinden, und zwar ist 0" das 
Zentrum und CD" die Achse der Perspektivität. Da die Er- 
zeugenden CC^ und DDy zu TTg senkrecht sind, gehen die genannten 
Projektionen alle durch C" und D'\ Wählen wir unter diesen irgend 
zwei Kegelschnitte y" und z" aus, so werden sie von den Pro- 
jektionen der Erzeugenden, die alle durch 0" gehen, in projektiven 
Punktreihen geschnitten. Sind J/', Y^" irgend zwei Punkte von y" 
und ^j", Z^" die entsprechenden Punkte von z", so ist die Perspek- 
tive Lage von y" und z" bewiesen, sobald man nachweist, daß sich 
r/'r^" und Z^"Z^'' auf CD" schneiden. Die Gerade 0"Y^"Z^" 
schneidet aber y" und z" noch in zwei entsprechenden Punkten 
i;" und ^3". Nun sind aber die Strahlbüschel Y^^CD^Y^" Y^") 
und Z^\C" D" Z^" Z^') projektiv und, da sie einen Strahl gemein 
haben, perspektiv; ihre entsprechenden Strahlen schneiden sich des- 
halb auf einer Geraden, und das ist die Gerade C" D'\ In der 
Figur ist die Kurve y eine Ellipse und zwar diejenige, deren Ebene 
durch den Mittelpunkt der Fläche geht; z ist eine Hyperbel 
[z" ist so weit ausgezogen, als z auf dem dargestellten Teil der 
Fläche liegt). Jede Gerade durch 0" trifft die Kurven K\ ä/', y\ z" 
in je einem Punkte, deren Tangenten durch den nämlichen Punkt 
von CD" gehen (z. B. in der Figur durch T). 

Die Fläche ist von zwei zum Aufriß parallelen Schnittkurven 
/ und /j begrenzt. Der auf P"P/' liegende Punkt S/' von // 
bestimmt sich daraus, daß P^' &^' \1P('F' gleich dem Verhältnis 
der Abstände der Ebene durch h.^ von den Ebenen durch \ und 
durch k ist. 

394. Alle zu TTg parallelen Tangenten der Fläche in den 
Punkten einer Erzeugenden TF^ bilden eine Schar eines hyper- 
bolischen Paraboloides; ihre zweiten Projektionen umhüllen also eine 
Parabel. Diese berührt die Tangenten F'T von Ä" und V^'T von 
Ä/' (y auf CD") sowie P"P{ im Punkte 0", denn sie berührt die 
Projektionen zweier benachbarter Erzeugenden, zu denen FF^ ge- 
hört. Die Tangente t" von //' in 8(' findet sich als Tangente 
jener Parabel nach dem Brianchon'schen Satze {0" 1}\F'1\ 
U = S^'Tx 0" U, t"\\P^" U), Hieraus ergibt sich auch die Tangential- 
ebene in Sy Ist umgekehrt eine Ebene durch PP^ gegeben, so 
findet man ihren Berührungspunkt wie folgt. Man ziehe 0"ü\\P"T 
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und durch Pj" eine Parallele zur zweiten Spur der Ebene; beide 
Geraden schneiden sich in Z7, und der gesuchte Punkt liegt auf UT, 
Die Haupttangenten der Fläche in den Punkten einer 
Erzeugenden PP^ bilden eine Schar eines Hyperboloides, zu der auch 
die Gerade n gehört. Letztere ist zu TT3 normal, deshalb projizieren 
sich die Haupttangenten im Aufriß als die Geraden eines Büschels. 
Kennt man also diejenigen in P und Pj, so sind sie hiernach auch 
für jeden beliebigen Punkt der Erzeugenden bekannt. Die Haupt- 
tangente in Pj ergibt sich wie früher (288). Jede Ebene durch 
die Erzeugende PP^ hat auf ihr einen Berührungspunkt und schneidet 
Äj in einem Punkt. Dreht sich die Ebene um die Erzeugende, so 
bilden ihre Berührungspunkte auf dieser und ihre Schnittpunkte 
auf Äj projektive Punktreihen. Den Punkten P^, P, P^ (Pg auf n) 
der ersten Reihe entsprechen die Punkte P^, Q^, Q^ der zweiten 
Eeihe [P^Q^ Parallel zur Tangente von k in P). Diese Reihe pro- 
jizieren wir aus Q^ auf die Tangente von k^ in P^ und erhalten die 
Punkte Pi, r, Pr [F auf der Tangente von k^ in Q^, W auf Q^Qg)- 
Die Geraden PV und P^W schneiden sich dann in einem Punkte X 
der gesuchten Haupttangente. Die Konstruktion ist nur im Aufriß 
durchgeführt {P^' ^ 0")\ im Grundriß ist X'^P'T'xP^W {F und 
^ ' auf Ä/). 

Hüllflächen. 

395. Bewegt sich eine. Fläche in stetiger Weise, wobei sie 
ihre Gestalt entweder fortwährend beibehält oder stetig ändert, so 
wollen wir alle Flächen, die sie nach und nach durchläuft, als eine 
stetige Folge von Flächen bezeichnen. Von einer stetigen 
Folge von Flächen machen wir die folgende Voraussetzung. Durch- 
läuft eine Fläche die aufeinanderfolgenden Flächen einer stetigen 
Folge, so sollen sich ihre Schnittkurven mit einer festen, aber be- 
liebigen Fläche der Folge einer bestimmten Grenzkurve unbegrenzt 
nähern, wenn sich die veränderliche Fläche der festen unbegrenzt 
nähert Dabei soll diese Grenzkurve die gleiche sein, einerlei ob 
sich die veränderliche Fläche der festen in der einen oder andern 
Richtung der Flächenfolge nähert, wobei dann auch die Annäherung 
der Schnittkurve an die Grenzkurve von der einen oder andern 
Seite erfolgt. Unter dieser Voraussetzung bilden die Grenzkurven 
auf den einzelnen Flächen der Folge selbst eine stetige Folge, 
indem sich jede von den benachbartien Kurven der Lage und Gestalt 
nach nur unendlich wenig unterscheidet. Sind nämlich O^ und O^ 
zwei benachbarte Flächen der Folge, s^ und s^ die auf ihnen 
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liegenden Grenzkurven und s^^ ihre Schnittkurve, so unterscheiden 
sich Äj und s^ nur unendlich wenig von s^^ und also auch voneinander. 
Eine stetige Folge von Flächen besitzt eine gemeinsame 
Hüllfläche, die jede von ihnen längs einer Kurve, der so- 
genannten Charakteristik, berührt; diese Charakteristik ist 
identisch mit der vorher besprochenen Grenzkurve. Zunächst ist 
klar, daß zwei benachbarte Flächen 0j und Og in den Punkten ihrer 
Schnittkurve s^^ Tangentialebenen besitzen, die einen unendlich 
kleinen Winkel einschließen. Denn sonst wären die beiden Flächen 
nicht in ihrer ganzen Ausdehnung benachbart und könnten nicht 
durch eine unendlich kleine Änderung (in Lage und Gestalt) in- 
einander übergeführt werden. Daraus folgt dann weiter, daß die 
Fläche, die durch die Grenzkurven sämtlicher Flächen der stetigen 
Folge geht, diese längs derselben berührt. Sind nämlich P^, P^^, P^ 
drei benachbarte Punkte der Kurven s^, 5^3, s^y so besitzt das von 
ihnen gebildete Dreieck bei P^^ einen Winkel, der sich von 2R nur 
unendlich wenig unterscheidet, so daß seine Winkel bei P^ und P^ 
unendlich klein sind. Deshalb schließen in P^ auch die Tangential- 
ebenen an 0j und an die Fläche, die durch s^ und s^ geht, einen 
unendlich kleinen Winkel ein; d. h. beide Flächen berühren sich 
längs 5j. 

Je zwöi benachbarte Charakteristiken werden sich im allgemeinen 
schneiden und zwar werden die Tangenten in ihren Schnittpunkten 
unendlich kleine Winkel miteinander einschließen, da sich solche 
Charakteristiken nur unendlich wenig unterscheiden. Alle Charak- 
teristiken besitzen deshalb eine gemeinsame Hüllkurve, und diese 
ist eine Rückkehrkante der Hüllfläche. Denn zwei benach- 
barte Kurven s^, s^ begrenzen zwei Flächenstreifen, die in einem 
Kurvenelement Q^Qg j^^^i* Hüllkurve aneinanderstoßen, auf der 
nämlichen Seite von Q^ Q^ liegen und deren Tangentialebenen in zu 
Q\Q% benachbarten Punkten unendlich kleine Winkel miteinander 
einschließen. 

Es mag hier noch hervorgehoben werden, daß eine Folge von 
Flächen, von denen jede aus der vorhergehenden durch eine unend- 
lich kleine Änderung in Lage und Gestalt hervorgeht, nicht stetig 
zu sein braucht. Wählt man z. B. auf einer Kugel zwei beliebige 
Kreise, so gibt es durch jeden von ihnen eine Kugel, die sich von 
der erstgenannten nur unendlich wenig unterscheidet; gleichwohl 
können diese drei Kugeln nicht als drei benachbarte Flächen einer 
stetigen Folge auftreten, da die aufeinander folgenden Schnittkurven 
sich um endliche Größen unterscheiden. 
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Beispiele von Hüllflächen haben wir bei den Rotations- und 
Schraubenflächen kennen gelernt, insbesondere die Hüllflächen einer 
um eine Achse rotierenden und einer sich schraubenförmig um eine 
Achse bewegenden Kugel. Natürlich kann eine Fläche in mehr- 
facher Weise als Hüllfläche erzeugt werden; so ist die Rotations- 
fläche Hüllfläche für die Kugeln, die sie längs der Parallelkreise be- 
rühren, aber auch für die Kegel, die sie längs dieser Kreise berühren, 
sowie für die Cylinder, die sie längs der Meridiankurven tangieren. 

296. DieDupin'scheZyklide^s). Als Beispiel einer Hüllfläche 
wollen wir die Dupin'sche Zyklide behandeln; sie umhüllt alle 
Kugeln, die drei gegebene feste Kugeln berühren. Um uns die 
hier auftretenden Verhältnisse bequem klar zu machen, gebrauchen 
wir einige ganz einfache Sätze über Kugeln, die wir zunächst auf- 
stellen wollen. Zwei Kugeln K^ und K^ mit ihren Mittelpunkten 
M^ und M^ können in doppelter Weise als ähnlich und ähnlich 
liegend angesehen werden; die Ähnlichkeitszentren teilen die Zentral- 
linie M^M^ im Verhältnisse der Radien. In der Tat zieht man 
irgend zwei parallele, gleichgerichtete Radien M^P^ und iJ/2^2» ^^ 
schneiden sich P^P^ und M^M^ in einem Punkte Ä auf der Ver- 
längerung von M^M^, so daß AM^.ÄM^ dem Verhältnis der Radien 
i\ : Tg gleich wird. Dieser Punkt Ä bleibt derselbe, wie man auch 
die parallelen Radien wählen mag und heißt das äußere Ähn- 
lichkeitszentrum. Analog gehen die Verbindungslinien paralleler, 
aber entgegengesetzt gerichteter Radien durch einen Punkt J auf 
M^M^^ für den M^J\JM^^r^\r^ ist; / heißt das innere Ähn- 
lichkeitszentrum. 

Berührt eine Kugel A zwei Kugeln Kj und Kg, so geht die Ver- 
bindungslinie ihrer Berührungspunkte P^ und P^ durch das äußere 
oder innere Ähnlichkeitszentrum, je nachdem die Berührung für 
beide Kugeln eine gleichartige oder ungleichartige ist. Die Be- 
rührung heißt gleichartig, wenn beide Male die Kugeln sich äußer- 
lich oder innerlich berühren; der erste Fall tritt ein, wenn die be- 
rührenden Kugeln sich gegenseitig ausschließen, der letzte, wenn 
eine die andere einschließt. PyP<i schneidet die Kugeln K^ und K^ 
noch je in einem weiteren Punkte Q^ resp. Q,^\ ist der Mittel- 
punkt von A, so geht OM^ durch P^ und OM^ durch Pj, und es 
ist M^Q^^^M^P^ (ebenso JifjPJI JJ^QJ, da die gleichschenkligen 
Dreiecke q^M^P^, ^i^P^ und P2M2Q2 ähnlich sind. Die Gerade 
Qj Pj Pg Q^ geht also in der Tat durch eines der beiden Ähnlichkeits- 
zentren, und zwar durch das äußere oder innere, je nachdem M^Q^ 
und -3^2-^2 gleich oder entgegengesetzt gerichtet sind. 
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Ist A eine Kugel und S ein beliebiger Punkt, so schneidet die 
Kugel auf den Strahlen durch S je zwei Punkte aus, für die 
das Produkt ihrer Abstände von S konstant ist. Der Wert dieses 
Produktes heißt die Potenz des Punktes S in bezug auf die 
Kugel A; er ist positiv oder negativ, je nachdem die Schnittpunkte 
eines Strahles auf der nämlichen oder auf verschiedenen Seiten 
von S liegen. Daß die Produkte für zwei beliebige Strahlen den 
gleichen Wert haben, erkennt man sofort, da die Ebene durch die 
beiden Strahlen die Kugel in einem Kreise schneidet, der durch 
ihre Schnittpunkte mit der Kugel hindurchgeht; für einen Kreis ist 
aber die Gleichheit dieser Produkte bekannt. 

Alle Punkte gleicher Potenz in bezug auf zwei Kugeln A^ und 
Ag liegen in einer Ebene, die auf ihrer Zentrallinie 0^ 0.^ senkrecht 
steht. Denn eine beliebige Ebene durch 0^0^ schneidet die Kugeln 
in zwei Kreisen; die Punkte gleicher Potenz in bezug auf diese 
Kreise liegen auf einer Senkrechten zu 0^0^ und sind zugleich Punkte 
gleicher Potenz für beide Kugeln. Läßt man die beiden Kreise und 
ihre gemeinsame Potenzlinie um 0^ 0^ rotieren, so erhält man die 
beiden Kugeln und ihre gemeinsame Potenzebene, deren Punkte 
gleiche Potenz für beide Kugeln besitzen. 

Alle Punkte gleicher Potenz in bezug auf drei Kugeln liegen 
auf einer Normalen zu der Ebene ihrer Mittelpunkte, der gemein- 
samen Potenzlinie. Denn die Schnittlinie der Potenzebene der ersten 
und zweiten Kugel mit der Potenzebene der zweiten und dritten 
Kugel hat die Eigenschaft, daß ihre Punkte die gleiche Potenz in 
bezug auf alle drei Kugeln aufweisen; sie liegt deshalb auch auf der 
Potenzebene der ersten und dritten Kugel. 

Für alle Kugeln, die zwei feste Kugeln gleichartig (oder un- 
gleichartig) berühren, ist deren äußeres (oder inneres) Ahnlichkeits- 
zentrum ein Punkt gleicher Potenz. Berührt nämlich eine Kugel A 
die beiden festen Kugeln K^ und Kg in den Punkten F^ resp. P^ 
gleichartig, so geht Pj-Pg durch das äußere Ähnlichkeitszentrum J und 
schneidet die Kugeln noch in Q^ resp. Q^ {M^Qj^\\M^P^, M^P^\\M^Q^). 
Dann ist ersichtlich Q^A : P^A = M^A : M^A = P^A : Q^A, also: 
AP^.dP^ = AQ^.AQ^. Das Produkt dieser beiden gleichen Werte 
ist aber nichts anderes als das Produkt der Potenzen von A in bezug 
auf die Kugeln K^ und K3, und da das letztere konstant ist, folgt, 
daß auch die Potenz AP^.AP^ von A in bezug auf A von der Wahl 
der berührenden Kugel A unabhängig ist. 

Werden drei Kugeln Kp Kg, Kg zugleich von drei Kugeln Aj, Ag, A3 
berührt, so zwar, daß je zwei Kugeln K entweder von jeder Kugel A 
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gleichartig oder ungleichartig berührt werden, so bestehen zwischen 
diesen Kugeln die folgenden Beziehungen. Für je zwei Kugeln A 
liegt das eine der beiden Ähnlichkeitszentren auf der gemeinsamen 
Potenzlinie k der drei Kugeln K, und für je zwei Kugeln K liegt 
das eine der beiden Ähnlichkeitszentren auf der gemeinsamen Potenz- 
linie / der drei Kugeln A. Denn das eine Ähnlichkeitszentrum von 
Kl und Kg ist ein Punkt gleicher Potenz für die drei Kugeln A, liegt 
also auf /, u. s. w. Die neun Berührungspunkte der Kugeln liegen 
zu je drei in drei Ebenen durch k und ebenso zu je drei in drei 
Ebenen durch /. Denn berührt A, die Kugeln Kj, Kj, Kg in P^, 
Pg, Pg, so geht P1P2 durch einen Ähnlichkeitspunkt der Kugeln Kj, 
Kg, der auf / liegt; ebenso treflFen P3P3 und P^P^ die Gerade Z. Die 
Ebene P^P^P^ geht durch Z und schneidet A^ in einem Kreise, der 
ihre drei Schnittkreise mit den Kugeln K berührt. Die Gerade k steht 
als Potenzlinie der drei Kugeln K senkrecht auf der Ebene ihrer 
Mittelpunkte M^, M^, M^\ sie liegt in der Ebene der Mittelpunkte 
Öp Og, Og der drei Kugeln A, da sie ein Ähnlichkeitszentrum für je 
zwei dieser Kugeln trägt. Ähnliches gilt für die Gerade Z, die in 
der Ebene M^M^M^ liegt und auf der Ebene O^O^O^ senkrecht steht. 

397. Wir legen jetzt drei Kugeln Kp K3, Kg mit den Mittel- 
punkten M^, M2, ^g zugrunde und betrachten die unendlich vielen 
Kugeln A, die sie alle drei gleichzeitig äußerlich oder innerlich be- 
rühren. Der Mittelpunkt 0. einer solchen Kugel A,. ist Schnittpunkt 
dreier Kugeln, die mit K^, Kg, Kg resp. konzentrisch und deren 
Radien sich von den Radien dieser Kugeln um die nämliche additive 
(oder subtraktive) Konstante unterscheiden. Alle Kugeln A haben 
eine Linie gleicher Potenz Z (Z auf M^M^M^), auf der die äußeren 
Ähnlichkeitszentren für je zwei Kugeln K liegen. Je ^wei Kugeln A 
besitzen ein Ähnlichkeitszentrum, das auf der gemeinsamen Potenz- 
linie k der drei Kugeln K liegt; die Mittelpunkte aller Kugeln A 
liegen in der zu Z senkrechten Ebene durch k. Die Berührungs- 
punkte aller Kugeln A mit der Kugel Kj liegen auf einem Kreise Cj, 
dessen Ebene durch k geht; eine gleiche Bedeutung haben die 
Kreise Cg und Cg auf den Kugeln Kg und Kg. Die Berührungspunkte 
einer Kugel A mit den drei Kugeln K befinden sich auf den Kreisen 
Cj, t*2, Cg und liegen in einer Ebene durch /. 

Werden zwei sich schneidende Kugeln von einer dritten gleich- 
artig berührt, so liegen die Berührungspunkte zu verschiedenen 
Seiten der Ebene des Schnittkreises, wie leicht einzusehen. Zwei 
benachbarte Kugeln A berühren K^ in zwei benachbarten Punkten 
von Cj, die von der durch Z gehenden Ebene ihres Schnittkreises 
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getrennt werden. Läßt man beide Kugeln A zusammenfallen, so 
wird ihr Schnittkreis zum Kreis durch den Berührungspunkt von 
A und K^; ebenso geht dieser Kreis durch die Berührungspunkte 
von A mit Kg und Kg. Die Kugeln A bilden eine stetige 
Folge; sie besitzen also eine gemeinsame Hüllfläche — 
die Dupin'sche Zyklide. Auf ihr liegen die Charakteri- 
stiken der eingehüllten Kugeln; es sind das Kreise, deren 
Ebenen durch / gehen und die die Kugeln K^, Kg, Kg gleich- 
artig berühren; sie schneiden die Kreise c^, c^, Cg in je 
«inem Punkte. 

Wählen wir weiter aus den Kugeln A irgend drei A^, Ag, Ag 
aus, die alle drei Kugeln K äußerlich, berühren. Dann bilden die 
nnendlich vielen Kugeln K, welche A^, Ag, Ag gleichzeitig äußer- 
lich (oder innerlich) berühren, eine stetige Folge, die ebenfalls eine 
Zyklide zur gemeinsamen Hüllfläche haben. Auf ihr liegen die 
Kreise, deren Ebenen durch k gehen und die die Kugeln Ap Ag, Ag 
gleichartig berühren; zu ihnen gehören auch die Kreise c^, Cg, Cg. Die 
Berührungspunkte der Kugeln K mit Aj liegen auf einem Kreise d^, 
dessen Ebene durch / geht; eine ähnliche Bedeutung haben die 
Kreise rfg und d^ auf den Kugeln Ag und Ag. Diese Kreise d^, d^, d^ 
gehören zu den Charakteristiken auf der Hüllfläche der Kugeln A. 
Wir werden nun zeigen, daß jede Kugel K von allen Kugeln A und 
jede Kugel A von allen Kugeln K berührt wird. Daraus folgt dann 
weiter, daß auf jeder Kugel K; ein Kreis c. liegt, der ihre Berührungs- 
punkte mit den Kugeln A trägt; die Ebenen aller dieser Kreise 
gehen durch L Ebenso folgt, daß auf jeder Kugel A^ ein Kreis d^ 
liegt, der ihre Berührungspunkte mit den Kugeln K trägt; die 
Ebenen dieser Kreise gehen durch /, Das bedingt weiter, daß 
jeder Kreis c jeden Kreis d schneidet, daß also die Kugeln K 
und die Kugel» A die nämliche Hüllfläche besitzen. 

Es bleibt nur noch zu beweisen, daß die Kugeln Kj und A„ 
sich berühren. Das eine Ähnlichkeitszentrum der Kugeln K^ und K^, 
das wir A nennen wollen, liegt auf der gemeinsamen Potenzlinie / 
der Kugeln A; ^ ist somit ein Punkt gleicher Potenz für diese 
Kugeln. Zu ihnen gehört die Kugel Aj, die K^ und Kj in £^ reap. -ff. 
berühren mag (.ffi-ff,- durch Ä). Berührt A^ die Kugel K^ in C,, und 
schneidet AC^ die Kugel K. in dem Punkte C^ {M.C. nicht parallel 
zu M^C^), so gibt es eine Kugel M, die K^ in C^ und K. in C. berührt; 
M hat in bezug auf A die gleiche Potenz wie die Kugeln A. Die 
Kugeln A^ und M berühren sich aber in C^, alle Punkte ihrer ge- 
meinsamen Tangentialebene sind also für sie Punkte gleicher Potenz; 



Verschiedene Flächen, 



287 




^-q^' 



■":f' 



da aber auch A in bezug auf beide die gleiche Potenz aufweist, so 
müssen die Kugeln A^ und M identisch sein. A^ berührt K^ in C^ 
298, Zur Darstellung der Zyklide ist noch folgendes zu be- 
merken (Fig. 140). Die Mittelpunkte aller Kugeln K liegen in einer 
Ebene durch /, sie ist eine Symmetrieebene der Zyklide; zu ihr 
parallel wählen wir die Grundrißebene. Die Mittelpunkte aller 
Kugeln A liegen in einer Ebene durch k, die auf / senkrecht steht, 
sie ist ebenfalls eine 

Symmetrieebene 
der Zyklide; zu ihr 
parallel sei die Auf- 
rißebene gewählt 
{r±x, k"±x). Die 
Schnittlinie beider 
Symmetrieebenen 
seia(a'||ar||a"), ihre 
Schnittpunkte mit k 
und / seien K und Z. 
Auf der Fläche lie- 
gen zwei Systeme 
von Kreisen, deren 
Ebenen durch k 

gehen; in 

wird , die 
von den 

K resp. A 
Da zwei 
Kreise aus verschie- 
denen Systemen 
nur einen Punkt ge- 
mein haben, liegen 
in jeder Ebene 
durch k zwei Kreise 

des einen, in jeder Ebene durch / zwei Kreise des anderen Systems. 
Insbesondere liegen in der horizontalen Symmetrieebene zwei Kreise 
fi?j und d^, die / zur Potenzlinie und K zum Ähnlichkeitszentrum 
haben; in ihnen wird die Fläche von zwei Kugeln A^ und Ag berührt, 
deren Mittelpunkte auf a liegen. Ebenso liegen in der vertikalen 
Symmetrieebene zwei Kreise c^ und Cg, für die k Potenzlinie und Z 
Ähnlichkeitszentrum ist; in ihnen wird die Fläche von zwei Kugeln 
Kj und Kg berührt, deren Mittelpunkte ebenfalls auf a liegen, a trifft 
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ihnen 
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Kugeln 

berührt 




r 
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Fig. 140. 
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die Fläche in den Punkten c^ x d^ = A, c^ x d^ = B, c^ X d^ = C 
und c^ X d^ = D. 

Wir wollen annehmen, daß die Kreise c^, c^ sich gegenseitig 
ausschließen, daß also durch L zwei gemeinsame Tangenten der- 
selben gehen. Jede der beiden Ebenen durch /, die c^ und c^ gleich- 
zeitig berühren, berührt die Zyklide längs eines Kreises, sie seien r 
und .9. Die Kreise d^ und d^ schneiden sich entweder, oder der eine 
liegt innerhalb des anderen; denn sie haben mit c^ und c^ je einen 
Punkt gemein. Es möge d^ innerhalb d^ liegen. K liegt dann 
innerhalb d^, und jede Ebene durch k schneidet die Fläche in zwei 
getrennten Kreisen. Der erste Umriß der Fläche besteht aus d^ 
und d^, der zweite Umriß aus c^, c^, r und s. 

Das eine System von Kreisen hat k zur gemeinsamen Potenz- 
linie, d. h. es schneidet k in den nämlichen beiden imaginären 
Punkten; durch je zwei Kreise dieses Systems läßt sich eine Kugel 
legen. Ebenso läßt sich durch je zwei Kreise des anderen Systems 
eine Kugel legen, da sie l in den nämlichen beiden imaginären 
Punkten treffen. Die beiden imaginären Punkte auf k, sowie die 
beiden auf l sind Doppelpunkte unserer Fläche. Jede Kugel, 
welche die Zyklide zweimal berührt, schneidet sie in zwei 
Kreisen. Alle diese Kreise bilden zwei Systeme; das eine derselben 
ist zum anderen symmetrisch in bezug auf die horizontale Sym- 
metrieebene. Es braucht nur bewiesen zu werden, daß eine Kugel 
die Zyklide in zwei symmetrischen Kreisen schneidet, wenn sie die- 
selbe in je einem Punkte von d^ und von d^ berührt. Denn zwei 
Kreise des gleichen Systems treffen sich nicht, dagegen schneiden 
sich zwei Kreise aus verschiedenen Systemen in zwei Punkten, liegen 
also auf einer Kugel; jede solche Kugel berührt die Zyklide in den 
Schnittpunkten der beiden Kreise. 

399. In der horizontalen Symmetrieebene wählen wir einen 
beliebigen Kreis h, der d^ in einem Punkte F^ und d^ in einem 
Punkte F^ berührt; die Tangenten in diesen Punkten mögen sich 
in H schneiden; dabei soll h innerhalb d^ und d^ innerhalb h liegen. 
Ferner zeichnen wir einen beliebigen Kreis i, der d^ in F^ und dg 
in E^ berührt; / sei der Schnittpunkt der zugehörigen Tangenten; 
dabei soll i innerhalb d^ und außerhalb d^ liegen. F^ E^ und F^ F^ 
gehen durch die Ahnlichkeitszentren K resp. N der beiden Kreise d^ 
und d^. ST sei die gemeinsame Sehne (Potenzlinie) von i und A, 
ihre Schnittpunkte mit E^E^ und F^F^ seien P und Q. Es soll 
nun gezeigt werden, daß die Sehne ST durch P und Q harmonisch 
geteilt wird. Bei diesem Beweise benutzen wir den gemeinsamen 
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Potenzpunkt ^^ der Kreise i, h und d^, in dem sich die Potenzlinien 
STy JE^y HF^ von je zweien dieser Kreise schneiden, und ehenso 
den Potenzpunkt K^ der Kreise i, h und d^ [R^^STxJE^ X BF^, 
in der Figur ist er nicht verzeichnet). 

Wir nehmen zunächst an, daß ST durch P und einen Punkt X 
harmonisch geteilt werde, dann ist JX die Polare von P in bezug 
auf I ; denn sie muß durch den Pol / von E^ E^ gehen und mit P 
zusammen die Sehne ST harmonisch teilen. Demnach sind JP und 
JX harmonische Polaren und teilen den Winkel der Tangenten JE^ 
und JE^ harmonisch (32); es liegen also auch die Punkte R^R^PX 
harmonisch. Wir nehmen femer an, daß ST durch Q und einen 
Punkt 7 harmonisch geteilt werde, dann ist HY die Polare von Q in 
bezug auf //. Demnach sind HQ und HT harmonische Polaren und 
teilen den Winkel der Tangenten HF^ und HF^ harmonisch, so daß 
auch die Punkte R^R^YQ harmonisch liegen. Nun gibt es aber nur 
ein Punktepaar, das die beiden Punktepaare ST und R^ R^ harmonisch 
trennt; es sind die Doppelpunkte der Involution, der die beiden Paare 
angehören. Deshalb müssen die Punktepaare PX und YQ identisch 
sein, und daP und Q verschieden sind, so werden sowohl STwieR^R^ 
durch P, Q harmonisch getrennt. 

Legen wir jetzt durch i als größten Kreis eine Kugel, so berührt 
sie die Zyklide in einem vertikal gestellten Kreise c mit dem Durch- 
messer E^E^. Die Kugel, die h zum größten Kreise hat, schneidet 
die Zyklide in einer Kurve v, die natürlich aus zwei symmetrischen 
Teilen besteht. Sie schneidet c in zwei der Kurve v angehörigen 
Punkten Pj und P^, die auf einer Vertikalen durch P und zu P sym- 
metrisch liegen; denn die Kugeln durch i resp. h schneiden sich in 
einem vertikalen Kreis m mit dem Durchmesser ST Da aber STPQ 
harmonisch liegen, so ist Q der Pol von P^^P^ in bezug auf m, d. h. die 
Tangenten von m in P^ und P^ gehen durch Q. P^ Q und P^ Q berühren 
in diesen Punkten auch die Schnittkurve v, denn die Zyklide und die 
Kugel durch i berühren sich längs c. Hält man also die schneidende 
Kugel (durch h) fest und läßt die berührende Kugel sich ändern, so 
wird sich der Punkt Q auf F^F^ bewegen. Alle Tangenten der 
Kurve v treffen somit die Gerade F^F^] die Kurve v ist deshalb keine 
wirkliche Eaumkurve, sondern sie zerfällt in zwei ebene Kurven und 
zwar in zwei Kreise, denn sie liegen ja auf der schneidenden Kugel, 

Topographische Flächen. 
300. Jeder begrenzte Teil der Erdoberfläche bildet eine 
topographische oder Terrainfläche^^). Der begrenzte Teil wird 
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80 klein genommen, daß die Richtung der Schwerkraft in den 
einzelnen Punkten desselben nicht merklich verschieden ist Legt 
man dann eine beliebige Horizontalebene zu gründe, so kann man 
die Lage eines jeden Punktes der Fläche durch seine Horizontal- 
projektion und seinen Abstand von dieser bestimmen. Diese Art der 




Fig. 141. 



Darstellung von Raumpunkten nennt man kotierte Projektion. 
Als horizontale Grundebene, von der die Abstände der einzelnen 
Punkte gemessen werden, wählt man meist ein Stück der hypo- 
thetischen Meeresfläche, von der die wirkliche Meeresoberfläche ein 
Teil ist und die man sich unter dem Festland fortgesetzt denkt. 
Man nimmt nun, von der Grundebene ausgehend, ein System 
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horizontaler Ebenen von gleichen Abständen an, die man einem 
Meter oder dem ganzzahligen Vielfachen des Meters gleich macht. 
Diese Ebenen schneiden die topographische Fläche in Horizontal- 
oder Niveaulinien, die durch ihre Horizontalprojektionen und ihre 
Abstände von der Grundebene festgelegt werden. Jeder Horizontal- 
linie fügt man in der Zeichnung ihre Höhenzahl oder Kote bei 
(Fig. 141). Diese Horizontallinien werden gewöhnlich direkt in dem 
betreffenden Terrain durch Vermessen bestimmt. 

Bei dem Betrachten einer topographischen Fläche fallen sofort 
die drei verschiedenen Arten von Punkten mit horizontalen Tangen- 
tialebenen in die Augen. Erstens: die Gipfelpunkte, sie liegen 
höher als alle Punkte ihrer nächsten Umgebung. Zweitens: die 
Muldenpunkte, sie liegen tiefer als alle Punkte ihrer nächsten 
Umgebung. Drittens: die Sattel- oder Jochpunkte, eine durch 
einen solchen Punkt gezogene Horizontallinie hat in ihm einen 
Doppelpunkt. Während die Fläche in den Gipfel- und Mulden- 
punkten eine elliptische Krümmung besitzt, besitzt sie in den Joch* 
punkten eine hyperbolische Krümmung. Die Horizontallinien sind 
in sich geschlossene Kurven mit sich stetig ändernder Tangente; nur 
wo sie einen scharfen Grat oder eine scharfe Einne passieren, 
besitzen sie einen Knick. 

301. Von besonderer Wichtigkeit sind bei einer topographischen 
Fläche die Falllinien oder Linien größter Neigung. In jedem 
Punkte der Falllinie ist ihre Tangente normal zur horizontalen 
Flächentangente, oder normal zu der in der Grundebene liegenden 
Spur der bez. Tangentialebene. Fall- und Niveaulinien durch- 
schneiden sich rechtwinklig, ebenso ihre Projektionen auf 
die horizontale Grundebene. Durch jeden Punkt der Fläche 
geht im allgemeinen eine Falllinie; in den Punkten eines scharfen 
Grates gibt es deren zwei. Die Punkte mit horizontaler Tangential- 
ebene — Gipfel-, Mulden- und Jochpunkte — bedürfen einer be- 
sonderen Untersuchung. Die Falllinien beginnen und endigen in 
den Gipfel- und Muldenpunkten der Fläche. Zwei Falllinien 
können sich — von scharfen Graten abgesehen — mir in Gipfel- 
oder Muldenpunkten treffen oder berühren. Zum Beweise 
betrachten wir die Projektionen f und /^ zweier Falllinien auf die 
Grundebene, welche die Projektion h einer Horizontallinie in zwei 
benachbarten Punkten P und P^ treffen; dann schneiden sich die 
zugehörigen Tangenten von /"und /^ in dem zugehörigen Krümmungs- 
mittelpunkt von //. Geht man von h kontinuierlich zu anderen und 
anderen Horizontallinien fort, so werden immer die Tangenten von f 
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und f^ in ihren auf der nämlichen Horizontalen liegenden Punkten 
sich im Kriimmungsmittelpunkt dieser Kurve schneiden, so daß die 
beiden Schnittpunkte von f und f^ mit den Horizontalen zwar 
einander näher rücken, aber nicht zusammenfallen können. Eine 
Berührung oder ein Schneiden zweier Falllinien in einem Punkte Q 
kann nur eintreten, wenn ihre Tangenten in den zu Q benachbarten 
Punkten P und Pj, die auf der gleichen Horizontallinie A liegen, 
sich in einem Punkte schneiden, der nur unendlich wenig von P 
und Pj entfernt ist, d. h. der Krümmungsradius von h in P muß 
unendlich klein sein. Dann muß entweder A in P eine Spitze be- 
sitzen, was wir nach der Natur der Kurve h ausschließen, oder h 
muß aus einem unendlich kleinen Oval durch P bestehen (wozu dann 
noch weitere Kurvenzweige von h treten können). Hiermit ist aber 
unsere Behauptung erwiesen, denn das unendlich kleine Oval schließt 
entweder einen Gipfel- oder Muldenpunkt ein. 

Die Falllinien, die von den beiden Hängen eines Tales herab- 
kommen, berühren sich also nicht in der Talsohle; sie laufen viel- 
mehr beinahe parallel nebeneinander das Tal hinab, wobei sie aller- 
dings einander immer näher rücken. Setzt sich das Tal bis zum 
Kamm eines Bergrückens fort, so daß es in einem Joche oder 
Sattel endigt, so scheidet die Falllinie, die sich vom Jochpunkt 
herab durch das Tal hinzieht, die Falllinien der beiden Hänge von- 
einander und führt die Bezeichnung Talweg {t in der Figur). Ganz 
ebenso wie im Tale rücken auch auf einem Bergkamm die Fall- 
linien, die seine beiden Hänge überdecken, immer näher zusammen, 
ohne sich jedoch zu berühren; erst im Gipfelpunkt berühren sich 
alle die Hänge überdeckenden Falllinien, wie wir weiterhin sehen 
werden. Die Falllinie, die von einem Jochpunkt aus auf dem Kamm 
hinaufläuft bis zu einem Gipfel, heißt Kammlinie {k in der Figur); 
sie scheidet die Falllinien beider im Kamme sich vereinigender 
Hänge. 

Zieht sich ein Tal an einem Berghang hinauf, ohne dessen 
Kamm zu erreichen, so bestimmt sich sein höchster Punkt in 
folgender Weise. Das Tal bewirkt bei jeder Niveaulinie, die von 
ihm überschritten wird, eine Einbuchtung, die um so kleiner wird, 
je höher die Niveaulinie liegt. Die Niveaulinien, die höher liegen, 
als das Tal hinaufreicht, zeigen diese Einbuchtung nicht. Es muß 
nun eine Niveaulinie geben, welche die Grenze zwischen den ein- 
gebuchteten und den anderen bildet; sie besitzt einen Flachpunkt, 
in dem die Tangente vier benachbarte Punkte mit ihr gemein hat. 
Denn die eingebuchteten Niveaulinien besitzen eine Doppeltangente, 
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deren Berührungspunkte einander um so näher liegen, je geringer 
die Einbuchtung ist; die Berührungspunkte fallen für die Grenz- 
kurve, bei der die Einbuchtung gerade verschwindet, zusammen. 
Die Falllinie, die von diesem Flachpunkte F ausgeht, ist hier der 
Talweg (siehe Figur). Ganz ähnliche Betrachtungen lassen sich 
für die Kammlinie des Bergrückens zwischen zwei ineinander 
einmündenden Tälern anstellen. Auch hier gibt es eine Horizontal- 
linie mit Flachpunkt, der den tiefsten Punkt des Eückens darstellt, 
und von dem die Kammlinie (eine Falllinie) aufsteigt (in der Figur 
ist eine solche von einem Flachpunkte F aufsteigende Kammlinie 
eingezeichnet). Die hier erwähnte Kammlinie, sowie der Talweg sind 
in der Figur bis zum Gipfel fortgesetzt und ebenso auch noch 
nach unten über F hinaus. In der Figur sind die Punkte F auf 
den verzeichneten Horizontallinien angenommen, im allgemeinen 
werden sie zwischen zwei derartigen Kurven liegen; gleiches gilt 
auch für die Jochpunkte. 

302« Um das Verhalten der Falllinien in einem Gipfelpunkt G 
(oder Muldenpunkt) zu untersuchen, müssen wir die Horizontallinie 
die dem Punkt G unendlich nahe liegt, in Betracht ziehen. Diese 
ist, wie wir im nächsten Kapitel sehen werden, eine unendlich kleine 
Ellipse und heißt die Indikatrix des Punktes G, die Projektion 
von G auf ihre Ebene ist ihr Mittelpunkt; auch auf der Indikatrix 
müssen die Falllinien senkrecht stehen. Wir bestimmen nun ein 
Ellipsoid, dessen eine Achse die Vertikale durch G ist, und dessen 
andere Achsen zu den Achsen der Indikatrix parallel laufen, also 
horizontal sind; zugleich soll G ein Endpunkt seiner vertikalen Achse 
sein, und ihre horizontalen Achsen sollen sich verhalten wie die 
dazu parallelen Achsen der Indikatrix. Alle Horizontalschnitte des 
Ellipsoides sind dann ähnliche und ähnlich liegende Ellipsen, die 
auch zu jener Indikatrix ähnlich sind; ihre ersten Projektionen 
haben den nämlichen Mittelpunkt. Das Ellipsoid besitzt in der zu G 
unendlich nahen Ebene eine Indikatrix, die zu jener Indikatrix ähn- 
lich ist und bei geeigneter Länge der horizontalen Achsen des 
Ellipsoides mit ihr zusammenfällt. 

Wir untersuchen nun die Falllinien des Ellipsoides; ihr 
Verhalten im höchsten Punkte G, einem Endpunkte seiner vertikalen 
Achse, muß das gleiche sein wie das der Falllinien einer topo- 
graphischen Fläche in einem Gipfelpunkt. In Fig. 142 stellen die 
konzentrischen ähnlichen Ellipsen mit dem Mittelpunkt G' die ersten 
Projektionen der Horizontalschnitte des Ellipsoides dar; die Pro- 
jektionen seiner Falllinien müssen alle diese Ellipsen rechtwinklig 
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Fig. 142. 



durchschneiden und sind hierdurch definiert. Die Projektionen 
der Falllinien des Ellipsoides sind ähnliche und ähnlich 
liegende Kurven mit G' als Ähnlichkeitszentrum; sie be- 
rühren sich also in G', und ihre gemeinsame Tangente ist 
die große Achse der Ellipsen, In der Tat geht bei einer 

jp ähnlichen Veränderung (Ver- 
/ größerung oder Verkleinerung) 
jede der unendlich vielen ähn- 
lichen Ellipsen in eine andere 
Ellipse dieses Systems über, 
und jede Kurve, die die 
Ellipsen rechtwinklig durch- 
schneidet, geht in eine gleich- 
artige Kurve über; damit ist 
aber der erste Teil des Satzes 
bewiesen. Diese letzteren 
Kurven müssen alle durch G' 
laufen und sich daselbst be- 
rühren, da G' das Ähnlich- 
keitszentrum ist. Ist /" eine solche Kurve und schneidet sie die 
Ellipse A' in P', so liegt das Kurvenstück G'P' in dem spitzen 
Winkel P'G'A\ wo Ä' einen Endpunkt der großen Achse von h' 
bedeutet, wie das unmittelbar ersichtlich ist Die Tangente von 
f in G' kann aber mit G'Ä' keinen endlichen spitzen Winkel ein- 
schließen, denn sonst könnte sie nicht zugleich Tangente der in 
diesem letzteren Winkel liegenden Falllinien sein. Somit berührt /" 
die Achse G'Ä'. Außer den Falllinien, deren Projektionen die große 
Achse der Ellipsen berühren, tritt noch eine weitere auf, deren 
Projektion auf ihre kleine Achse fällt. 

Für das System der Kurven /" gilt der Satz: Die Achsen 
der Ellipsen schneiden auf den Tangenten einer jeden 
Kurve f Stücke ab, die sich umgekehrt verhalten wie die 
Quadrate der bezüglichen Achsen von irgend einer Ellipse 
des Systems. Die Tangenten der Kurven f sind die Normalen 
der Ellipsen, und für diese folgt der Satz aus der Affinität von Kreis 
und Ellipse. Ist nämlich G'P^ = G'Ä' und FP^A.G'Ä', so schneidet 
die zu G'Ä' parallele Gerade P'P^ den Strahl G'P^m einem Punkte P^, 
für den CP^ = G'C (der kleinen Halbachse von h') ist, und die 
Normale P'P^ von K schneidet diesen Strahl in einem Punkte P,, 
für den G'P^ der Summe der Halbachsen von h' gleich ist (274 Bd. I). 
Dann ist: P'P^iP'N ^ P^P^\P^G' und P'P^iP' M^ P^P^:P^G\ 
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daraus folgt durch Division: FM:FN'^[G'C'f:[G'Äy. Stehen die 
Achsen der Ellipsen speziell im Verhältnis von ]/2^ 1 , so verhalten 
sich die genannten Stücke auf den Tangenten einer jeden Kurve /" 
wie 1:2, d h. die Kurven f sind Parabeln mit Ä'B' als Scheitel- 
tangente. Denn die Scheiteltangente einer Parabel halbiert das von 
der Achse und dem Berührungspunkte begrenzte Stück «iner jeden 
Parabeltangente. 

Es läßt sich für den allgemeinen Fall auch leicht zeigen, daß 
sich in dem Schnittpunkte einer Kurve h' mit einer Kurve f die 
Krümmungsradien dieser Kurven umgekehrt verhalten wie die 
Abstände ihrer Tangenten vom Punkte G'. 

303« Das Verhalten der Falllinien in der Umgebung eines 
Jochpunktes J der topographischen Fläche ist dem der Falllinien 
eines einschaligen Hyperboloides mit vertikaler reeller Achse in der 
Umgebung eines ihrer Endpunkte ähnlich. In Fig. 143 ist'/ dieser 
Endpunkt, p und q 
sind die horizontalen 
Erzeugenden durch 
ihn, h und h^ sind 
Horizontallinien und 
zwar mag h tiefer 
und Äj höher als / 
liegen. Durch / 
gehen nur zwei Fall- 
linien, nämlich die 
Kammlinie h und 
der Talweg t, es 
sind die Haupt- 
schnitte (Hyperbel 
und Ellipse) durch 
die vertikale Achse. 
Die Projektionen der 




Fig. 143. 



anderen Falllinien nähern sich k' und t' asymptotisch und schneiden 
p resp. g rechtwinklig. Auch hier gilt der Satz: Die Achsen 
der Hyperbeln schneiden auf den Tangenten einer jeden 
Kurve f Stücke ab, die sich umgekehrt verhalten wie die 
Quadrate der bezüglichen Achsen von irgend einer Hy- 
perbel des Systems. Da die eine Achse imaginäre Endpunkte 
besitzt, so ist ihre Länge imaginär und das Quadrat negativ, des- 
halb liegen hier die genannten Stücke auf verschiedenen Seiten des 
Berührungspunktes. 
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804. Es sollen kurz die wichtigsten Aufgaben über die topo- 
graphische Fläche besprochen werden. Um die Schnittkurve 
einer Ebene mit der Fläche zu finden, hat man die Horizontal- 
ebenen der Niveaulinien mit der gegebenen Ebene zu schneiden; die 
so gewonnenen Hauptlinien dieser Ebene treffen die bez. Niveaulinien 
in Punkten der gesuchten Kurve. Ist die Schnittebene vertikal, so 
lege man sie um. Die Bestimmung der Tangentialebene in einem 
Punkte der Fläche erfordert die Kenntnis zweier Tangenten in ihm, 
etwa die Tangenten an die durch ihn laufende Niveaulinie und an 
einen durch ihn gehenden Vertikalschnitt. 

Ist auf der Fläche von einem Punkte P aus eine Linie 
w von gegebenem, konstantem Gefälle zu legen, so müssen 

die Horizontallinien die Kurve 
w in lauter gleiche Teile 
teilen, und gleiches gilt für 
die Projektionen auf die 
Grundebene. Das Gefälle 
mißt man durch tang a, wenn 
cc der Winkel aller Tangenten 
von w gegen die Horizontal- 
ebene ist Bedeutet a den 
Vertikalabstand der Ebenen 
Fig. 144. von je zwei aufeinander- 

folgenden Niveaulinien und 
sind P, Pp Pg, Ps^ • • • die Schnittpunkte von w mit den aufeinander- 
folgenden Niveaulinien, so ist P'P^ ^ P^P^ ^ P^P^ ^ ... = aitanga. 
Hiernach kann man unmittelbar konstruieren (Fig. 144). Natürlich 
handelt es sich hier nur um eine näherungsweise Lösung des Problems. 
Um zwei Punkte P und Q der Fläche durch eine Linie w 
von konstantem Gefälle zu verbinden, bestimme man zu- 
nächst näherungsweise die Größe des Gefälles. Ist die DiflFerenz der 
Knoten von P und Q gleich w»a, so teile man P'Q' in n gleiche 
Teile, dann wird die gesuchte Kurve zwischen P' und Q' durch die 
Projektionen der Niveaulinien in w gleiche Teile geteilt, die etwas 

größer sind als —P'Q,'. Durch Probieren zeichnet man nun zwei 

Linien von konstantem Gefälle durch P, von denen die eine die 
Horizontallinie durch Q vor diesem Punkte, die andere sie aber 
hinter ihm trifft; zwischen beiden liegt dann die gesuchte Linie lOy 
die man daraus annäherungsweise zeichnen kann (Fig. 144). 
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Die Krümmung der Flächen. 

305« Zwei Flächen, die einen gemeinsamen Punkt P, aber 
verschiedene Tangentialebenen in ihm besitzen, schneiden sich in 
einer Kurve s durch P, deren zugehörige Tangente t jenen Tangen- 
tialebenen angehört. Wir lassen eine der beiden Flächen sich um t 
drehen, bis ihre Tangentialebenen in P zusammenfallen, dann erhält 
die Schnittkurve ä in P einen wirklichen oder isolierten Doppelpunkt. 
Denn die zu t normale Ebene durch P schneidet die Flächen in 
ihrer ursprünglichen Lage in zwei durch P laufenden Kurven; eine 
derselben nimmt an der genannten Drehung teil, bis sie die andere 
in P berührt, d. h. bis einer ihrer weiteren gemeinsamen Punkte 
nach P hereingerückt ist. Da t auch während der Drehung Tan- 
gente der Schnittkurve s bleibt, so entsteht bei der Berührung der 
Flächen in P entweder ein isolierter Doppelpunkt, indem sich ein 
kleines Oval zu einem Punkte zusammenzieht, oder ein wirklicher 
Doppelpunkt, indem zwei getrennte Kurvenzweige übergehen in 
zwei sich im Doppelpunkte durchsetzende Zweige (vergl. 326 Bd. I). 

Besitzen zwei Flächen Oj und Og in P die gleiche Tangential- 
ebene T, und legt man aus einem Punkte L von T an dieselben 
zwei berührende Kegelflächen, so gehen ihre Berührungskurven b^ 
und b^ durch P, haben aber daselbst im allgemeinen verschiedene 
Tangenten. Um die Eichtigkeit des Gesagten zu erkennen, ziehen 
wir in T eine zu LP benachbarte Gerade m durch L und legen 
durch diese eine Ebene, etwa die Normalebene zu T, welche die 
Flächen in den Kurven c^ resp. c^ und die Kurven b^ und b^ in 
den Punkten B^ resp. B^ schneidet (Fig. 145 a stellt diese Ebene 
dar). Ist der Abstand des Punktes P von dieser Ebene unendlich 
klein von der 1. Ord., so sind es auch die Strecken PB^ und PPg, 
dagegen sind die Abstände der Punkte B^ und B^ von T oder m 
unendlich klein von der 2. Ord., da T die Kurven b^ und b^ in P 
berührt. Demnach schließen die Tangenten iP, und LB^ so- 
wohl mit m, als auch unter sich Winkel ein, die von der 2. Ord. 
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unendlich klein sind. Hat nun ä in P einen wirklichen Doppelpunkt, 
so schneiden sich c^ und c^ in zwei Punkten Q und B von s und 
es ist QU von der 1. Ord. unendlich klein. Da die Abstände dieser 
Punkte von T und also auch ihre Differenz unendlich klein von der 
2. Ord. sind, so ist der Neigungswinkel von QR gegen m unendlich 
klein 1. Ord. Die zn QE parallelen Tangenten an c^ und c^ be- 
rühren dieselben in zwei Punkten C^ und C^, deren Abstände vom 
Mittelpunkte der Strecke QE und also auch voneinander unendlich 
klein von der 2. Ord. sind. Da zu den Kurvenbogen C^JB^ und C^^z 
gleiche Kontingenzwinkel gehören, so verhalten sich diese Bogen wie 
die zugehörigen Krümmungsradien: C^B^iC^B^ = (^i-?2 (^^^ Bd. I). 




Fig. 145. 

Nun haben (>j und q^ verschiedene Werte, denn Cj und c^ haben 
nur die beiden Nachbarpunkte Q und B gemein; deshalb ist B^B^ 
von der 1. Ord. unendlich klein, nämlich ebenso wie C^B^ und C^B^- 
Daraus folgt aber, daß PB^ und PB^, oder die Kurven b^ und b^, 
in P einen endlichen Winkel einschließen. Besitzt 5 in P einen 
isolierten Doppelpunkt, so gibt es für die Kurven Cj und c^ keine 
gemeinsame reelle Sehne QE mehr, jedoch bleibt ihre Richtung 
reell und gibt es nach wie vor zwei zu ihr parallele Tangenten, 
deren Berührungspunkte C^ und C^ einen unendlich kleinen Abstand 
2. Ordnung aufweisen, so daß der Beweis im übrigen der frühere 
bleibt (Fig. 145*). 

306. Berühren sich zwei Flächen ct)^ und <t>^ in einem 
Punkte P und besitzt ihre Schnittkurve * in P einen drei- 
fachen Punkt (von dessen drei Ästen auch zwei konjugiert imaginär 
sein können), so sagt man, daß sich die Flächen daselbst 
oskulieren; jedeEbene durchP schneidet die beiden Flächen 
in Kurven, die sich in P oskulieren. In der Tat müssen diese 
Kurven drei benachbarte Punkte gemein haben, wie man sofort ein- 
sieht, wenn man die sie enthaltende Ebene etwas verschiebt. Man 
erkennt das auch direkt an der gegenseitigen Lage der Flächen in 
der Umgebung von P. Die Flächen durchsetzen sich in den Ästen 
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von s, so daß in den von s gebildeten sechs (oder zwei) Winkeln 
abwechselnd die eine und die andere oben liegt, während die zweite 
verdeckt wird. In Fig. 146 a und b ist die eine Fläche durch 
Schraffierung kenntlich gemacht; es sind die beiden Fälle mit drei, 
resp. einem reellen Aste von s gezeichnet. Einem schraffierten 
Felde liegt im Scheitelwinkel ein unschraffiertes gegenüber, d. h. in 





jeder Ebene durch P berühren sich die Schnittkurven und durch- 
setzen sich im Berührungspunkte, was einer Oskulation der Kurven 
entspricht. 

Berühren sich zwei Flächenct)^ und <i>^ in einem Punkt^eP 
und gibt es durch diesen drei Ebenen, welche sie in je 
zwei sich oskulierenden Kurven schneiden, so ist P ein 
Oskulationspunkt der Flächen, d. h. ihre Schnittkurve s hat 
in P einen dreifachen Punkt. Dabei ist vorausgesetzt, daß die ge- 
nannten Ebenen die Tangentialebene von P in drei getrennten 
Geraden schneiden. In einem gewöhnlichen Berührungspunkte P 
schneiden die durch ihn gelegten Ebenen die Flächen im allgemeinen 
in je zwei sich berührenden Kurven, die sich nicht durchsetzen; ein 
Durchsetzen der Kurven tritt nur für die Ebenen ein, die in P 
einen der beiden Äste der Schnittkurve s berühren (Fig. 146 c). Dem- 
nach kann unter der obigen Annahme P kein gewöhnlicher Be- 
rührungspunkt sein. 

307. Aus unseren Darlegungen geht hervor, daß man noch 
dreifach unendlich viele Flächen 2. Grades konstruieren 
kann, die eine gegebene Fläche in einem gegebenen 
Punkte P oskulieren. Man wähle nämlich drei Punkte X^, ^»Xg 
ganz beliebig aus und schneide die Ebenen X^X^P, X^X^P, X^X^P 
mit <t> in den Kurven Cj, c,, c^ respektive. Dann gibt es drei Kegel- 
schnitte Äj, Äj, Äg, die bezüglich c,, c,, Cg in P oskulieren und durch X^, 
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Xg resp. Jj, X3 resp. X^y X^ gehen; sie liegen anf einer Fläche 
2. Grades, und diese oskuliert in P. 

Oskulieren sich zwei Flächen 0^ und et), ^^ einem 
Punkte P, und legt man aus einem beliebigen Punkte L 
ihrer gemeinsamen Tangentialebene T die beiden Tangen- 
tialkögel an sie, so haben deren Berührungskurven b^ 
und b^ in P die nämliche Tangente. Stellen wir hier ganz die 
gleiche Betrachtung wie in 305 an und beachten, daß jetzt die 
Kurven Cj und c^ in C^ und C^ gleiche Krümmungsradien besitzen, 
so folgt aus CjPj = C^B^y daß B^B^ von der 2. Ordnung unendlich 
klein wird, daß also PPj und PB^ einen unendlich kleinen Winkel 
einschließen, d. h. daß sich b^ und b^ in P berühren. 

308, Nach 141 sind die Tangenten in einem Punkte einer 
Fläche 2. Grades einander paarweise zugeordnet, derart, daß jede 
von ihnen die Achse eines Büschels von Ebenen ist, deren Pole 
auf der anderen liegen. Diesem Satze kann man auch die folgende 
Form geben. In jedem Punkte einer Fläche 2. Grades sind die 
Tangenten einander paarweise so zugeordnet, daß jede Tangente 
eines Paares von den Berührungskurven aller Tangentialkegel be- 
rührt wird, deren Scheitel auf der anderen liegen; die Tangenten- 
paare bilden eine Involution. Mit Eücksicht auf die beiden voran- 
stehenden Sätze läßt sich dieses Besultat auf alle Flächen ausdehnen 
und folgendermaßen aussprechen. Bei jeder Fläche ordnen sich 
die Tangenten in einem beliebigen Punkte in Paare einer 
Involution an; jede Gerade eines Paares tangiert die Be- 
rührungskurven aller Tangentialkegel, deren Scheitel auf 
der anderen liegen. Je zwei derartige Tangenten heißen 
konjugiert. 

Nach dem soeben Gesagten schneiden sich zwei benachbarte 
Tangentialebenen einer Fläche in einer Tangente, die zur Verbin- 
dungslinie ihrer Berührungspunkte konjugiert ist. Zieht man 
also auf einer Fläche eine beliebige Kurve und legt in 
jedem ihrer Punkte die zugehörige Tangentialebene an 
die Fläche, so umhüllen dieselben eine abwickelbare 
Fläche, deren Erzeugende zu den Tangenten jener Kurve 
konjugiert sind. 

309. In einem Punkte P einer Fläche bilden die konjugierten 
Tangenten die Strahlenpaare einer Involution, und es gibt in der 
zugehörigen Tangentialebene ein System ähnlicher und ähnlich 
liegender konzentrischer Kegelschnitte, für welche diese konjugierten 
Tangenten die konjugierten Durchmesser bilden (210). Durch irgend 
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einen Kegelschnitt dieses Systems ist die Involution der konjugierten 
Tangenten, welche die Fläche in seinem Mittelpunkte P berühren, 
bestimmt; ein solcher Kegelschnitt heißt Indikatrix des 
Punktes P, seine konjugierten Durchmesser sind zugleich 
konjugierte Tangenten der Fläche^*^). 

Bei einer Fläche 2, Grades sind die Paare konjugierter Tan- 
genten in einem beliebigen Punkte P parallel zu den Paaren kon- 
jugierter Durchmesser eines jeden zur Tangentialebene von P pa- 
rallelen Schnittes. Denn die Parallelschnitte einer Fläche* 2. Grades 
sind ähnlich und ähnlich gelegen. Verschiebt man eine solche 
Schnittkurve parallel zu sich selbst in der Eichtung des durch P 
gehenden Durchmessers, bis sie in die Tangentialebene von P ge- 
langt, so wird sie eine Indikatrix des Punktes P. Die konjugierten 
Tangenten in einem Punkte P einer Fläche können hiernach mit 
Hilfe einer Fläche 2. Grades V, die jene in P oskuliert, bestimmt 
werden; sie sind nämlich paarweise parallel zu den konjugierten 
Durchmessern des zur Tangentialebene in P parallelen Diametral- 
schnittes von V. 

Wir schneiden nun die Flächen O und V mit einer Ebene, 
die zur Tangentialebene von P parallel und von ihr nur unendlich 
wenig entfernt ist; die bezüglichen Schnittkurven seien i^ und i. Von 
diesen Kurven fassen wir nur ihre in der Nachbarschaft von P liegen- 
den Teile ins Auge und nehmen an, daß die Abstände der auf 
ihnen liegenden Punkte von P unendlich klein von der 1. Ordnung 
seien. Dann ist das von P auf die Schnittebene gefällte Lot PP' un- 
endlich klein von der 2. Ordnung. Die Strahlen durch P' treffen aber 
nach früherem die Kurven i^ und i in Punkten mit parallelen Tan- 
genten, d. h. Zj und i sind ähnlich und ähnlich gelegen in bezug 
auf P' als Ähnlichkeitszentrum. Da aber i^ und i mindestens zwei 
reelle Punkte gemein haben (die auf der Schnittkurve s von O und V 
liegen), so sind sie identisch, oder vielmehr sie unterscheiden sich 
in ihren, in der Nachbarschaft von P liegenden Teilen nur um un- 
endlich kleine Größen höherer Ordnung. Legt man zur Ebene, 
die die Fläche O in einem Punkte P berührt, eine parallele 
unendlich nahe Ebene, so schneidet sie die Fläche in 
einer Kurve, deren in der Nachbarschaft von P liegender 
Teil hinsichtlich seiner Punkte und Tangenten sich mit 
einem Kegelschnitte deckt; er wird die Indikatrix von (|) 
in P genannt, seine Achsen sind unendlich klein und sein 
Mittelpunkt liegt in P\ Diese Kurve ist es, die von Dupin 
als Indikatrix eingeführt wurde; da man sie nicht darstellen kann. 
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Fig. 147. 



hat man sie durch einen ähnlichen Kegelschnitt mit endlichen Achsen 
ersetzt, wie das oben geschehen ist, und auch diesem den Namen 
Indikatrix gegeben. 

310. Die Indikatrix spielt eine besondere Bolle bei der Unter- 
suchung und Konstruktion der Krümmungsradien aller ebenen 
Schnitte der Fläche <t) in einem ihrer Punkte P. Nach dem Voraus- 
gehenden ist es klar, daß man an Stelle der Fläche (t> eine sie in 

P oskulierende Fläche 2. Grades V 
zu gründe legen kann. Denn zu jeder 
Ebene durch P gibt es einen Krüm- 
mungsradius, der den beiden in ihr 
liegenden Schnittkurven von <t) und V 
im Punkte P zugehört Als oskulierende 
Fläche V benutzt man eine Fläche 
2. Grades, deren eine Achse in die 
Normale des Punktes P fällt, während 
die beiden anderen zu den Achsen der 
Indikatrix parallel laufen. Sei M der Mittelpunkt und MP die in 
der Normalen liegende Halbachse von V und seien MA und MB 

ihre beiden anderen Halbachsen. 
Ist P ein Punkt von elliptischer 
Krümmung (324 Bd. I), so ist 
die Indikatrix eine Ellipse; MA 
und MB sind die Halbachsen einer 
zur Indikatrix ähnlichen Ellipse 
und die Fläche V ist ein Ellipsoid 
(Fig. 147 in schiefer Projektion). Ist 
P ein Punkt von hyperbolischer 
Krümmung, so stellen MA und 
MB die reelle und die imaginäre 
Halbachse einer Hyperbel dar, die 
Fläche ¥ ist also ein einschaliges 
Hyperboloid. Man erhält zwei ver- 
schiedene Hyperbeln, je nachdem 
MA oder MB die reelle Halbachse ist (211); sie sind zu den beiden 
Indikatricen ähnlich, deren Ebenen zu beiden Seiten der Tangential- 
ebene in einem unendlich kleinen Abstände von ihr liegen. Dem- 
entsprechend liegt auch M auf der einen oder anderen Seite der 
Tangentialebene (Fig. 148). Die Asymptoten der beiden endlichen 
Hyperbeln sind unter sich und zu den Haupttangenten im Punkte P 
der Fläche (oder zu den durch P gehenden Erzeugenden Ton MO 




Fig. 148. 
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parallel. Jedes Paar konjugierter Tangenten wird von den beiden 
Haupttangenten harmonisch getrennt 

Die Krümmungsradien für die Normalschnitte durch P er- 
geben sich nun in folgender Weise. Ist q der Kegelschnitt mit 
den Halbachsen MA und MB und wird er von der Ebene eines 
Normalschnittes c im Punkte C getroffen, so ist nach 274 Bd. I im 
Punkte P von c der Krümmungsradius r = {MC)^ : MP. Die beiden 
Normalschnitte a und h, deren Ebenen durch MA resp. MB gehen, 
haben die Krümmungsradien: r^ = {MJ)'^:MP, resp. ± Tj = {MBf:MP, 
Dabei ist das positive oder negative Zeichen zu nehmen, je nachdem 
r^ und Tg die gleiche oder entgegengesetzte Kichtung besitzen, d. h. 
je nachdem die Fläche in P elliptische oder hyperbolische Krümmung 
aufweist. Die Gleichung von q ist (273 Bd. ]Q: 



[-i-M-h]'-'- 



und die Koordinaten des Punktes C sind: x ^ MC cos q>, i/== MC sin q)^ 
wenn qp = Z. CMA ist; demnach ergibt sich durch Einsetzen unter Be- 
achtung der Eelation {MA)^ : {MBf : {MCf =^r^:,±r^:r die Gleichung; 



1 2.1-2 1 

— cos^op -{ sin^w = — 



Diese Formel rührt von Euler her und gestattet aus r^, r^ und q> 
jeden anderen Krümmungsradius zu konstruieren^®). 

' Die Größen r^ und r^ heißen die Hauptkrümmungsradien 
von P, die zugehörigen Normalschnitte heißen die Haupt- 
schnitte; ihre Ebenen sind 
zueinander senkrecht. Je 
zwei Normalschnitte, die zu 
einem Hauptschnitt symme- 
trisch liegen, besitzen gleiche 
Krümmungsradien. Nach der 
Eul er 'sehen Formel ergibt 
sich für sie die folgende Kon- 
struktion (Fig. 149). Man 
trage auf die Normale 7^ die ^ 

Strecken PB^ = r^ und PB^ 

= rg auf, errichte in B^ und Pj ^^g 

B^ die Senkrechten auf n 

und schneide sie mit zwei Strahlen aus P, die mit PB^ und PB^ 
dieselben Winkel bilden wie der Normalschnitt mit den bezüglichen 
Hauptschnitten. Die Verbindungslinie dieser Schnittpunkte S^ und 
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8^ trifift die Normale im Endpunkte R des gesuchten Krümmungs- 
radius r{/:: S^PB^ = y, Z. S^PS^ = R). Offenbar ist: 

HB^ : BB^ = 5jÄj :S^B^, 
oder: {r^-r):{r''r^)^ r^tg(p:r^cotg(p , 
oder: (r^ — r)r^ cos^qp = (r — Tg) r^ sin* cp , 

woraus wieder die Euler'sche Formel folgt Die Figur gibt die Kon- 
struktion für einen elliptisch und einen hyperbolisch gekrümmten Punkt. 

811. Wir haben hier zunächst nur die elliptisch und hyper- 
bolisch gekrümmten Teile einer Fläche in Betracht gezogen und 
wenden uns jetzt den Punkten mit parabolischer Krümmung zu. 
Diese liegen auf einer Kurve, welche die Gebiete einer Fläche mit 
elliptischer und die mit hyperbolischer Krümmung voneinander trennt. 
In einem parabolischen Punkte einer Fläche fallen die beiden 
Haupttangenten in eine einzige zusammen, durch sie geht der eine 
Hauptschnitt, sein Krümmungsradius ist unendlich groß; die Ebene 
des zweiten Hauptschnittes steht natürlich auf der des ersten senk- 
recht. Unter den Flächen 2. Grades besitzen nur die Cylinder- und 
Kegelflächen parabolische Punkte; bei diesen ist allerdings die 
Krümmung in jedem Punkte parabolisch. Als oskulierende Fläche 
2. Grades in einem parabolischen Punkte einer beliebigen Fläche 
können wir den geraden Kreiscylinder wählen, der den Krümmungs- 
kreis des einen Hauptschnittes enthält. Er bildet den Übergang 
zwischen dem oskulierenden Ellipsoid in einem elliptischen Punkte 
und dem oskulierenden Hyperboloid in einem hyperbolischen Punkte. 
Wird nämlich die imaginäre Achse dieses Hyperboloides oder die 
eine Achse jenes Ellipsoides unendlich groß, so gehen diese Flächen 
in den Cylinder über. In einem parabolischen Punkte besteht 
die Indikatrix aus zwei parallelen Geraden, d. h. eine zu 
seiner Tangentialebene unendlich nahe Ebene schneidet die Fläche 
in einer Kurve, die in ihrem dem parabolischen Punkte benachbarten 
Teil sich mit zwei unendlich nahen Geraden deckt. ZujederTan- 
gente in einem parabolischen Punkte ist immer dieselbe 
Gerade, nämlich seine Haupttangente, konjugiert. Die 
Konstruktion der Krümmungsradien der Normalschnitte geschieht 
wie vorher, nur wird hier B^ und somit auch 5^ unendlich fem, so 
daß 8^B±S^P wird. 

312. Zur Bestimmung der Krümmungskreise der durch einen 
Flächenpunkt P gelegten schiefen Schnitte dient der Satz von 
Meusnier^'^), wonach der Krümmungsradius eines schiefen 
Schnittes der Projektion des Krümmungsradius des ihn 
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berührenden Normalschnittes auf die Ebene des schiefen 
Schnittes gleich ist. Daraus folgt dann auch, daß in einem Punkte 
F die Krümmungskreise aller schiefen Schnitte, deren Ebenen durch 
die nämliche Tangente in P gehen, auf einer Kugel liegen. Ist aber c 
ein Normalschnitt durch F und k sein Krümmungskreis, und legen 
wir durch k als größten Kreis eine Kugel, so berührt sie die Fläche 
in F und schneidet sie in einer Kurve s mit dem Doppelpunkte P, 
deren einer Kurvenast in F die gleiche Tangente t besitzt wie c und k. 
Jede Ebene durch t schneidet aber die Fläche und die Kugel in zwei 
sich oskulierenden Kurven (306), woraus unsere Behauptung folgt. 

313. Bei einer Kotationsfläche ist in jedem Punkte die durch 
ihn verlaufende Meridiankurve der eine Hauptschnitt, was sich un- 
mittelbar aus der Symmetrie der Fläche zu jeder Meridianebene 
ergibt. Die zweite Hauptebene in dem betreffenden Punkte geht 
durch die Normale seiner Meridiankurve und steht auf der Meridian- 
ebene senkrecht, sie enthält also die Tangente seines Parallelkreises. 
Nach dem Satze von Meusnier liegt der Mittelpunkt des zu diesem 
Hauptschnitte gehörigen Krümmungskreises auf der Achse der Ro- 
tationsfläche. Denn seine Projektion auf die Ebene des Parallel- 
kreises muß in dessen Mittelpunkt fallen. 

Bei den Eegelflächen fällt eine der beiden Haupttangenten in 
jedem Punkte mit der bezüglichen Erzeugenden zusammen (239); die 
Lage der anderen bestimmt sich entweder direkt oder mit Hilfe 
zweier konjugierter Tangenten des bezüglichen Punktes, indem die- 
selben durch die beiden Haupttangenten harmonisch getrennt werden. 

314. Zwei sich berührende Flächen schneiden sich in einer 
Kurve, die im Berührungspunkte einen Doppelpunkt besitzt und 
deren Doppelpunktstangenten sich aus folget iider Überlegung ergeben. 
Man bestimme zwei Flächen 2. Grades, von denen jede eine der 
beiden Flächen im. Berührungspunkte oskuliert, und für welche die 
gemeinsame Normale eine gleiche gemeinsame Achse ist, während 
ihre anderen Achsen denjenigen der bezüglichen Indikatricen parallel 
laufen. Die beiden Flächen 2. Grades berühren sich in den beiden 
Endpunkten ihrer gemeinsamen Achse und schneiden sich deshalb 
in zwei Kegelschnitten, deren Ebenen durch die gemeinsame Flächen- 
normale gehen und aus der Tangentialebene die gesuchten Doppel- 
punktstangenten ausschneiden; denn die beiden Kegelschnitte be- 
rühren die beiden Äste der Schnittkurve der gegebenen Flächen. 
Die gemeinsamen Durchmesser der beiden Kegelschnitte der Flächen 
2. Grades, die in der zur gemeinsamen Tangentialebene parallelen 
Diametralebene liegen, sind zu den genannten Tangenten parallel. 

Roh» u. Pappbritz. III. 3. Aufl. 20 
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315. Mit Hilfe der oskulierenden Flächen 2. Grades und mit 
Hilfe der konjugierten Tangenten können nun verschiedene Fragen 
ihre Erledigung finden. So ist klar, daß in jedem Punkte der 
Eigenschattengrenze einer Fläche ihre Tangente konju- 
giert ist zu dem Lichtstrahle durch ihn, mag die Lichtquelle 
im Endlichen liegen oder unendlich fem gedacht werden. Ferner 
ist klar, daß bei einer Fläche mit ßandkurve, in den Schnittpunkten 
dieser Eandkurve mit der Lichtgrenze, der Lichtstrahl und die Tan- 
gente der Lichtgrenze harmonisch liegen zu den Tangenten der Eand- 
kurve und ihres Schlagschattens auf die Fläche (375 Bd, I). Denn 
die Lichtgrenze einer Fläche 2. Grades, welche die Fläche in dem 
bezüglichen Punkte oskuliert, liegt in der Polarebene des leuchtenden 
Punktes, und die beiden Flächenpunkte auf jedem Lichtstrahle 
werden durch den leuchtenden Punkt und die Ebene der Lichtgrenze 
harmonisch getrennt. Auf den hyperbolischen Flächenteilen liegen 
in jedem Punkte der Lichtgrenze die Tangente und der Lichtstrahl 
und in jedem Punkte des wahren Umrisses die Tangente und der 
projizierende Strahl harmonisch zu den beiden Haupttangenten. Von 
den oskulierenden Flächen 2. Grades wurde im 8. Kapitel Band I 
bei den Kotationsflächen Gebrauch gemacht, um die Tangenten ihrer 
Lichtgrenzen und in deren Scheitelpunkten die Krtimmungskreise zu 
bestimmen. Hier wollen wir noch einige Anwendungen auf die Haupt- 
tangenten und die Tangenten der Lichtgrenzen bei einigen Schrauben- 
flächen geben. 

316. Bei den Regelschraubenflächen ist in jedem Punkte 
die Involution der konjugierten Tangenten leicht anzugeben. 
Ist nämlich P ein Punkt der Fläche und T seine Tangentialebene, 
so ist der Tangente der durch P verlaufenden Schraubenlinie die 
Gerade konjugiert, in der sich T und die Tangentialebene in dem zu 
P benachbarten Punkte der Schraubenlinie schneiden. Diese Gerade 
ist aber nichts anderes als diejenige Flächentangente in P, die zu 
der zur Schraubenachse normalen Tangente in P senkrecht steht. 
Denn diese letztere Tangente ist die Spur der Ebene T in der zur 
Achse normalen Ebene durch P; deshalb ist die Schnittlinie von T 
mit der aus ihr durch Verschraubung entstandenen benachbarten 
Tangentialebene zu dieser Tangente senkrecht. Die Richtung der ge- 
suchten Geraden ist nämlich parallel zu der Schnittlinie von T mit 
einer benachbarten Ebene, die aus ihr durch eine unendlich kleine 
Rotation um die Schraubenachse hervorgegangen ist. In jedem 
Punkte einer Schraubenfläche ist die Tangente der ihn 
enthaltenden Schraubenlinie konjugiert zu der Tangente 
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der kleinsten Neigung gegen die Schraubenachse. Ist diese 
vertikal, so ist die genannte Tangente eine Falllinie der Tangential- 
ebene. 

Bei den Kegelschraubenflächen ist die Erzeugende durch P 
eine der beiden Haupttangenten; beide Haupttangenten liegen zu je 
zwei konjugierten Tangenten harmonisch (310), woraus sich die 
zweite bestimmt. Ist P ein Punkt der Lichtgrenze, so bilden deren 
Tangente und der Lichtstrahl durch P ein Paar konjugierter Tan- 
genten der Fläche. Sie bilden also ein Strahlenpaar der Involution 
konjugierter Tangenten, von der nach obigem ein Strahlenpaar und 
ein Doppelstrahl (die Erzeugende) bekannt sind; aus ihnen kann 
nach 229 Bd. I nur mit Hilfe des Lineals die Tangente der Licht- 
grenze als konjugierte Gerade zum Lichtstrahle gezeichnet werden. 

317. Die 'Tangenten der Lichtgrenze u einer offenen 
Regelschraubenfläche bei Parallelbeleuchtung. Die Licht- 
strahlen mögen parallel 
sein, und es soll im An- 
schluß an 456 Bd. I die 
Konstruktion im Grund- 
riß durchgeführt werden 
(Fig. 150). Die verti- 
kale Schraubenachse a 
trefle Tf^ in S'; von S' 
aus trage man auf a 
die reduzierte Gang- 
höhe S8^h^^h:2% 
auf, wobei h die Gang- 
höhe ist. Femer sei e 
eine Erzeugende, e ihr 
Neigungswinkel gegen 
TTj, ^1 der erste Spurpunkt einer Parallelen zu e durch 8 
(Z. SE^S' = 6) und S^ der Schatten von 8 auf TTi- Dann besitzt die 
zum Lichtstrahle parallele Ebene durch e eine zu E^8^ parallele 
erste Spur; sie berührt die Fläche in einem Punkte P der Licht- 
grenze, der nach 456 und 484 Bd. I gefunden wird. Man drehe 8^8^ 
und SE^ um S in dem Sinne der Verschraubung um 90® in die 
Lage SL und S^Ey dann geht LE durch F. Nun sind nach dem 
obigen Satze die Gerade EL und die zu P'S' normale Gerade P'Q 
die Projektionen zweier konjugierter Tangenten von P; denn die 
erste Spur der Tangentialebene von P ist zu E^8^ parallel und zu 
EL senkrecht. Die eine Haupttangente in P ist die Erzeugende e, 
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Fig. 150. 
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die Projektion ä' der anderen trennt zusammen mit e die Strahlen 
P'Z und P'Q harmonisch. Zieht man also eine Parallele zu e und 
schneidet diese die Strahlen P'i und P'Q in E und Q, so geht h' 
durch den Mittelpunkt H von RQ. Auch der Strahl FJ {\\r) und 
die Tangente t' von u' werden als Projektionen konjugierter Tan- 
genten von e von P'H harmonisch getrennt; ihre Schnittpunkte J 
und K mit QR sind mithin von H gleich weit entfernt und es ist: 
KQ = RJ. Die Konstruktion von t' erfordert also nur die Schnitt- 
punkte von UZ, P'Q {±P'S') und FJ{\\r) mit einer Parallelen zu e\ 
dann ergibt sich t' == P'K aus KQ = RJ. Man kann nach 229 Bd. I 
auch ohne Zirkel t' finden, indem man auf PV einen beliebigen 
Punkt D annimmt, die Linien DQ und Di zieht und mit e resp. 
in G und P schneidet, dann ist M^ LGx FQ ein Punkt von t' ; 
denn QL, QF, LJD, LG sind die vier Seiten eines Vierseits. 

Die Änderungen, welche die Konstruktion erfährt, wenn wir es 
mit einer offenen, geraden oder mit einer geschlossenen, schiefen 
Kegelschraubenfläche zu tun haben, sind leicht anzugeben. Bei 
der geschlossenen, geraden Schraubenfläche bildet in jedem 
Punkte der Lichtgrenze die Erzeugende mit dem Licht- 
strahle und der Tangente der Lichtgrenze gleiche Winkel. 
Gleiches gilt natürlich auch für die Projektionen dieser Geraden 
auf eine Normalebene zur Schraubenachse. Der Beweis für das 
Gesagte liegt darin, daß in jedem Punkte dieser Schraubenfläche 
die zweite Haupttangente die durch den Punkt verlaufende Schrauben- 
linie berührt, denn diese Gerade ist nach dem obigen Satze zu 
sich selbst konjugiert. Bei dieser Schraubenfläche sind also die 
Schraubenlinien Haupttangentenkurven, da ihre Tangenten für 
die Fläche Haupttangenten sind. 

318. Die Lichtgrenze u einer offenen, schiefen Eegel- 
schraubenfläche und ihre Tangenten bei Zentralbeleuch- 
tung. Wir legen durch den leuchtenden Punkt L eine Normal- 
ebene zur Schraubenachse a, die sie in Ä trifl't, und führen die 
Konstruktion in dieser Ebene aus, die wir zur Horizontalebene 
wählen (Fig. 151). Sei e eine Erzeugende, E^ ihr Spurpunkt und e 
ihre Projektion, so zeichne man den Parameterkreis p mit dem 
Radius h^. cotg 6, wo h^ die reduzierte Ganghöhe und 6 den Neigungs- 
winkel der Erzeugenden mit der Horizontalebene bedeutet. Dann 
ist LE^ die erste Spur der Lichtebene durch e, und ihr Berührujigs- 
punkt P auf e ergibt sich aus 456 und 484 Bd. I, indem man den 
Radius AE von p senkrecht zu e zieht und das von E auf LE^ 
gefällte Lot mit e in P' schneidet. Welcher der beiden Endpunkte 
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des zu e senkrechten Durchmessers von p als Punkt U zu nehmen 
ist, hängt von dem Sinne der aufwärtsgehenden Schraubenbewegung 
ab; E hat die in der Figur 




Fig. 151. 



angegebene Lage, wenn der 
Pfeil den gemeinten Sinn 
angibt und das von e ge- 
zeichnete Stück über der 
Horizontalebene liegt. Die 
Bestimmung der Tangente t' 
von u in P' geschieht ganz 
wie vorher; man schneidet 
die Strahlen P'B {± LE^\ 
P'Q (-L P'Ä) und FL mit 
einer Parallelen zu e in den 
Punkten R, Q und •/; dann ist 
PX= t\ wenn KQ =RJ ist. 

319. Ist die gleiche Aufgabe bei der offenen, geraden 
Schraubenfläche zu lösen, so ist die voranstehende Konstruktion 
unbrauchbar, und wir ersetzen sie durch die folgende, i, A, a und e 
sollen die frühere Be- 
deutung und die Hori- 
zontalebene die fiühere 
Lage haben (Fig. 152). 
Sei femer k die Kehl- 
schraubenlinie, 8 ihr 
erster Spurpunkt und 
B ein beliebiger Punkt 
auf ihr; sei endlich v 
die von S ausgehende 
Evolvente des Kreises 
Ä', sie trägt die Spur- 
punkte aller Tangenten 
der Kehlschraubenlinie. 
Die Tangente e im 
Punkte B' von k' 
schneidet v in /, so 
daß BJ eine Tangente 

von k ist. Die Erzeugende e ist horizontal, die Lichtebene durch 
sie besitzt also eine zu e parallele Spur LG durch i, und wir 
wollen annehmen, daß sie die Schraubenfläche im Punkte P von e 
berühre. Dann muß die durch P verlaufende Schraubenlinie q in 




Fig. 152. 
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ihm eine Tangente besitzen, deren Spurpunkt Q slxjSZG liegt Nun 
besitzen die Schraubenlinien q und k die gleiche Ganghöhe und die 
Punkte P und JB auf ihnen den gleichen Horizontalabstand, deshalb 
haben wir die Kelation QP'iAP' = JJS':ÄJS\ Mithin ist J^AB'J 
r^AÄP'Q, und C auf £'J und F auf P'Q sind homologe Punkte 
dieser Dreiecke, v^enn ÄF\\e und ^(7||Ö/ ist [Q^AB'xLG)\ denn 
beide teilen die betreffenden . Seiten in dem Verhältnis ÄG\Aß\ 
Daraus folgt, daß L.B'AC=^ lP'AF, also auch L.B'AF^ L.CAF 
= zL GJB' = L. KB'J ist [JK 1, e\ K auf LG), d. h. AP' steht auf 
B' K senkrecht. Um also auf e den Punkt P' der Lichtgrenze « 
zu finden, ziehe man durch L eine Parallele zu e, fälle von 
J^ e X V auf dieselbe ein Lot, verbinde seinen Fußpunkt K mit 
dem Fußpunkt B' des von A auf e gefällten Lotes, dann steht AP' 
auf B'K senkrecht. Die Tangente von u bestimmt sich wie in den 
früheren Fällen; ist P'E das Lot auf iff und macht man QT=: ZB, 
so ist P'T die gesuchte Tangente. 

330. Haupttangenten und Tangenten der Lichtgrenze ?« 
bei einer zyklischen Schraubenfläche. Wir betrachten die 

Fläche, die durch Verschraubung 
eines horizontalen Kreises k um 
eine vertikale Achse a entsteht. 
Die Figur 153 gibt die Pro- 
jektion auf eine Horizontalebene 
durch den Punkt A der Achse a. 
In jedem Punkte P einer solchen 
Fläche lassen sich unmittelbar 
zwei Paare konjugierter Tan- 
genten angeben. Ist k der er- 
zeugende Kreis durch P und M 
sein Mittelpunkt, so bilden nach 
816 die zu AP' senkrechte Ge- 
rade P'N und der Durch- 
messer P'Q' von Ä' die Grund- 
risse eines Paares konjugierter Tangenten. Die Grundrisse eines 
zweiten solchen Paares fallen in die Tangente p von ä' und in die 
Normale der Geraden, die 3f mit dem ersten Spurpunkt A der 
Achse a verbindet, wie wir alsbald zeigen werden. Durch zwei 
Paare konjugierter Tangenten in P ist eine Involution bestimmt, 
deren Doppelstrahlen die Haupttangenten sind. Ist P ein Punkt 
der Lichtgrenze, so findet man die zugehörige Tangente als den 
dem Lichtstrahl durch P entsprechenden Strahl der Involution. 




Fig. 153. 
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Die Richtigkeit der voranstehenden Behauptung erweisen vdr 
durch folgende Überlegung. Die Gerade, die zu der Tangente p 
im Punkte P von k konjugiert ist, trifft den zu k benachbarten 
Kreis k^ der Fläche in demjenigen Punkte P^, dessen Tangente 
zu p parallel ist (308)* Geht nun bei der Verschraubung von k 
in Äj der Punkt P in den Punkt P^ über und ist e der dazu ge- 
hörige unendlich kleine Winkel, also e == Z-.P'ÄP^\ so schließen 
auch die Tangenten von A in P und von k^ in P^ den z_ € ein, und 
somit tun dies auch die Tangenten von ä^ in P^ und P^. Dem- 
nach ist: FP.'^AF^s und P(P;=M'P'^%, also P'P^'xP^P,' 
= 4P':P'Wi da aber P'P^A^AP' und P^P^±,P'M' ist (von einem 
unendlich kleineren Winkel abgesehen), so ist l:^P' P^P^ ~ £\AP' M 
und folglich P'P.^ senkrecht auf AM^ w. z. b. w. 

Ist eine allgemeine Schraubenfläche mit dem Normalschnitt c 
gegeben und ist k der Krümmungskreis im Punkte P von c, so ent- 
stehen durch Verschraubung von c und k zwei Schraubenflächen, 
die sich längs der von P beschriebenen Schraubenlinie oskulieren. 
Im Punkte P besitzen dann beide Flächen die gleiche Involution 
konjugierter Tangenten, so daß man das soeben bewiesene Resultat 
auf jede beliebige Schraubenfläche ausdehnen kann. Bestimmt 
man zu irgend einem Punkte P einer beliebigen Schrauben- 
fläche den Krümmungsmittelpunkt M des zur Schrauben- 
achse normalen Schnittes c, so ist die Tangente von c zu der- 
jenigen Tangente in P konjugiert, deren Richtung zu dem 
von M auf die Schraubenachse gefällten Lote normal ist. 

Im vorliegenden Falle der zyklischen Schraubenfläche kon- 
struieren wir zunächst nach 488 Bd. I auf dem Kreise k die beiden 
Punkte P und Q der Lichtgrenze u. Zu diesem Zwecke tragen wir 
auf die Schraubenachse a die Strecke A& gleich der reduzierten 
Ganghöhe auf, suchen deren Schatten A8^ und drehen A&^ um A 
im richtigen Sinne um 90^ in die Lage AL. Dann ist P'Q' der 
Durchmesser von ä', dessen Verlängerung durch L geht. Nach obigem 
sind nun P'Q', P'N und p\ P'J (J_ AM) zwei Strahlenpaare einer 
Involution, deren Doppelstrahlen die Projektionen der beiden Haupt- 
tangenten g und k von P sind. Der Kreis k' schneidet jene Strahlen 
in den Punktepaaren Q', N und P', P- einer Involution mit dem 
Mittelpunkt / = P'S x Q'N (48). Legt man von / die beiden Tan- 
genten an k' und verbindet ihre Berührungspunkte mit F, so erhält 
man die gesuchten Geraden g und h'. Verbindet man / mit dem 
Punkte X auf k', für den FX || V ist, und schneidet die^e Gerade 
den Kreis noch in 1\ so ist FT die Tangente von u. Um zu /zu 
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gelangen, braucht man nur durch P' eine Normale zu AM' und 
durch Q' eine Parallele zu A P' zu ziehen, beide schneiden sich in J. 
Ganz analog findet man K{Q'K ± AM\ P'K\\AQ') und mit dessen 
Hilfe die Tangente Q'F von u' im Punkte Q\Q'r\\r, Y auf h!, 
YK X *' = ^\ Im Punkte Q ist die Schraubenfläche elliptisch gekrümmt 
und besitzt keine Haupttangenten. Die Punkte parabolischer Krüm- 
mung auf h gehören dem Durchmesser an, der die Achse a trifft. 

331. In jedem Punkte einer krummen Oberfläche gibt es 
vier besondere Tangenten, nämlich die beiden Haupttangenten und 
die Tangenten der beiden Hauptschnitte. Dementsprechend kann 
man auf einer Fläche vier Systeme von Kurven ziehen, nämlich 
zwei Systeme von Krümmungslinien und zwei Systeme von Haupt- 
tangentenkurven. Eine Krümmungslinie ist dadurch definiert, 
daß sie in jedem ihrer Punkte einen der beiden Haupt- 
schnitte berührt. Die Flächennormalen in den Punkten 
einer Krümmungslinie bilden eine abwickelbare Fläche^®). 
Um dieses einzusehen, betrachten wir einen Punkt P der gegebenen 
Fläche und seine unendlich kleine Indikatrix! Die Flächennormalen 
in den Punkten dieser Indikatrix bilden eine gerade Normalenfläche 
(284), ihre Projektionen auf die Tangentialebene von P berühren 
die Evolute der Indikatrix. Daraus geht hervor, daß zwei benach- 
barte Flächennormalen sich im allgemeinen nicht schneiden, daß 
aber jede Normale von vier anderen getroffen wird, die in den vier 
Endpunkten der Achsen der zugehörigen Indikatrix errichtet sind. 
Da nun in jedem Punkte einer Krümmungslinie die eine Achse der 
Indikatrix dieselbe berührt, ist der obige Satz evident Die beiden 
Systeme der Krümmungslinien durchschneiden sich rechtwinklig. 
Die Rotationsflächen bieten ein einfaches Beispiel für die beiden 
Systeme der Krümmungslinien, die hier nichts anderes als die Meri- 
diankurven und Parallelkreise sind. 

Eine Haupttangentenkurve ist dadurch charakterisiert, 
daß ihre Tangenten die Fläche oskulieren, also Haupttangenten 
von ihr sind. Nun hatten wir gesehen, daß die Tangentialebenen 
in den Punkten einer beliebigen Kurve c, die wir auf einer Fläche 
ziehen können, eine abwickelbare Fläche umhüllen, deren Erzeugende 
zu den Tangenten von c konjugiert sind (308). Da aber die Tan- 
genten einer Haupttangentenkurve zu sich selbst konjugiert sind, 
so umhüllen die Tangentialebenen in den Punkten einer solchen 
Kurve eine abwickelbare Fläche, deren Erzeugende die genannten 
Tangenten sind. Die Haupttangentenkurve ist also die Eückkehr- 
kante dieser abwickelbaren Fläche, deren Tangentialebenen somit 
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zugleich Schmiegungsebenen dieser Kurve sind (230). DieSchmie- 
gungsebenen einer Haupttangentenkurve berühren in den 
zugehörigen Punkten die gegebene Fläche. Die Haupt- 
tangentenkurven einer Fläche überdecken nur ihre hyperbolisch ge- 
krümmten Teile, indem durch jeden Punkt zwei dieser Kurven gehen. 
Die parabolische Kurve trennt diese Flächenteile von den elliptisch 
gekrümmten; für ihre Punkte fallen die beiden Haupttangenten in 
eine einzige zusammen, die im allgemeinen keine Tangente von ihr 
ist. Die Haupttangentenkurven besitzen deshalb dort, wo sie auf 
die parabolische Kurve auftreffen, Spitzen. 

Bei den Regelflächen bilden die Erzeugenden das eine System 
von Haupttangentenkurven; beim Plücker'schen Konoid haben wir 
auch das andere angegeben (254). Bei der geschlossenen, geraden 
Schraubenfläche sind die Schraubenlinien Haupttangentenkurven; 
jede ihrer Schmiegungsebenen enthält die bezügliche Erzeugende, 
berührt also wirklich die Fläche. 

Die KrQmmungslinien der Flächen 2. Grades. 
333. Wir legen unserer Betrachtung ein Ellipsoid <t) mit dem 
Mittelpunkt und den Achsen x, y, z zugrunde. Jeder Ebene 
entspricht ein bestimmter Punkt als Pol in bezug auf 0; das vom 
Pol auf die Ebene gefällte Lot wollen wir kurz als die konjugierte 
Normale der Ebene bezeichnen. So gehört zu jeder Ebene eine 
bestimmte konjugierte Normale, zu den Tangentialebenen von <t) 
sind die zugehörigen Flächennormalen konjugiert. Sei nun A eine 
beliebige Ebene, a die konjugierte Normale und F = A X a ihr 
Schnittpunkt, so gibt es durch P zwei zueinander rechtwinklige 
Geraden b und c, die zugleich konjugierte Polaren der Schnittkurve s^ 
von A mit der Fläche 2. Grades sind, mag s^ reell oder imaginär 
sein. Denn die konjugierten (harmonischen) Polaren von s^ durch P 
bilden eine Involution, deren Eecht winkelstrahlen b und c sind. 
Dann ist auch ö die konjugierte Normale der Ebene B = ac und c 
die konjugierte Normale der Ebene V = ab. Da nämlich b und c 
konjugierte Polaren von $^ sind, so liegt der Pol B von c in bezug 
auf s^ auf der Geraden b; die Polarebene B des Punktes B in 
bezug auf die Fläche geht also durch c. Sie geht aber auch durch 
den Pol von A, der auf a liegt, d. h. sie deckt sich mit ac\ ebenso 
zeigt sich, daß f mit ab zusammenfällt. Drei Strahlen aus einem 
Punkt, von denen jeder zu der Ebene der beiden anderen konjugiert 
und normal ist, sollen drei konjugierte Normalen heißen, a, b, c 
sind solche drei konjugierte Normalen, je zwei von ihnen sind 



314 Die Krümmung der Flächen. 

konjugierte rechtwinklige Polaren der in ihrer Ebene liegenden 
Schnittkurve von <t). Die drei konjugierten Normalen durch 
einen beliebigen Punkt P- sind zugleich die Achsen des 
Tangentialkegels, den man aus P an die Fläche legen kann. 
Denn nach 230 Bd. I halbieren b und c die Winkel der beiden aus 
P an s^ gelegten Tangenten, und ähnliches gilt für c und a, resp. a 
und b. Die Ebenen A, B, f enthalten also je zwei reelle oder 
imaginäre Mantellinien des Tangentialkegels, die zu den Geraden 
a, b, c symmetrisch liegen, woraus sich unmittelbar folgern läßt, daß 
a, b, c seine Achsen sind. Die drei konjugierten Normalen 
in einem Punkte der Fläche werden von "der Flächen- 
normalen und den Tangenten der beiden Krtimmungslinien 
in ihm gebildet. 

333. Ordnen zwei Flächen 2. Grades und V jeder 
Ebene die nämliche konjugierte Normale zu, und schneiden 
sie sich in einer reellen Kurve, so ist diese für beide eine 
Krümmungslinie. Denn je drei konjugierte Normalen in bezug 
auf die eine Fläche sind es auch für die andere; in einem gemeinsamen 
Punkte beider Flächen muß demnach die Normale der ersten eine 
Krümmungslinie der zweiten und die Normale der zweiten eine Krüm- 
mungslinie der ersten berühren. Die beiden noch übrigen Kjrüm- 
mungslinien haben also die Schnittlinie der beiden Tangentialebenen 
zur gemeinsamen Tangente, und da dieses für jeden ihrer Punkte 
eintritt, fallen sie zusammen. Wir werden weiterhin sehen, daß es 
Flächen gibt, die jeder Ebene die nämliche konjugierte Normale 
zuordnen; es wird sich nämlich zeigen, daß zwei koaxiale Flächen 
diese Eigenschaft besitzen, sobald sie nur einer einzigen Ebene 
dieselbe konjugierte Normale zuordnen. 

Sei A eine Ebene und a ihre konjugierte Normale, seien ferner a^ 
und A^ SpurUnie und Spurpunkt derselben in der Ebene xy. Dann 
legen wir durch a^ einen Büschel von Ebenen, ihre Pole bilden eine 
dazu projektive Reihe und liegen auf einer Parallelen zu z. Ver- 
binden wir jetzt die Punkte dieser Reihe mit A^, so ist auch dieser 
Strahlbüschel mit jenem Ebenenbüschel projektiv, und drei seiner 
Strahlen stehen auf den entsprechenden Ebenen senkrecht. Der 
Ebene A entspricht nämlich hierbei der Strahl a, der Ebene B der 
Strahl b, wenn sowohl A und B, als auch a und b zur Ebene xy 
symmetrisch liegen, und der Ebene, die in a^ auf xy senkrecht 
steht, das von A^ auf a^ gefällte Lot. Demnach steht jeder Strahl 
auf seiner entsprechenden Ebene senkrecht; denn dreht man den 
Ebenenbüschel um seine Achse um 90^, so werden drei und folglich 
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alle Ebenen zu den entsprechenden Strahlen parallel. Wir erhalten 
so den Satz: Zu allen Ebenen mit der nämlichen Spurlinie 
in der Ebene ary gehören konjugierte Normalen mit dem 
nämlichen Spurpunkt in xj/. 

334. Sind zwei Ebenen A, B und ihre konjugierten Normalen 
a, h so beschaffen, daß in der Ebene xy die Spurlinie 'd^ von B 
durch den Spurpunkt A^ von a geht, so geht auch die Spurlinie a^ 
von A durch den Spurpunkt B^ von b.- Zum Beweise benutzen wir 
die Ebene V = f\ a, deren Pol C in A liegt, da der Pol von A auf a, 
also auf r sich befindet. Nun steht A auf a und somit auch auf 
r senkrecht; das von C auf f gefällte Lot, d. h. die konjugierte 
Normale von f, liegt deshalb in A und ihr Spurpunkt in a^ Dieser 
Spurpunkt ist aber zugleich der Spurpunkt B^ von b, da die Ebenen 
r und B sich in der nämlichen Geraden ^^ von xy schneiden. 

Einem System von parallelen Ebenen werden durch die Fläche 
<J) die Punkte eines Durchmessers als Pole zugeordnet; diese Punkt- 
reihe ist projektiv zu derjenigen, die eine beliebige Gerade aus dem 
System der parallelen Ebenen ausschneidet. Die konjugierten Nor- 
malen dieser Ebenen laufen durch deren Pole und stehen auf ihnen 
senkrecht, sind also selbst parallel zueinander, ihre Spurpunkte in 
der Ebene xy liegen auf einer Geraden ff durch 0. Die Punktreihe 
dieser Spurpunkte ist projektiv zu der Punktreihe, in der (/ die 
parallelen Ebenen durchschneidet; diese Eeihen liegen sogar invo- 
lutorisch. Denn ist A eine Ebene, deren Spurlinie a^ die Gerade 
ff in J^ schneidet, und ist a ihre konjugierte Normale, deren Spur- 
punkt A^ auf ff liegt, so wird einer zu A parallelen Ebene durch 
y/j eine konjugierte Normale zugeordnet, deren Spurpunkt A^ ist. 
Denn nach dem soeben Gesagten liegt er auf ff und nach dem Vor- 
aufgehenden auf Oj. Jedem System -paralleler Ebenen entspricht 
also in der Ebene xy eine Gerade durch und auf ihr eine Invo- 
lution; zu zwei Ebenen des Systems, die je einen Punkt eines Paares 
der Involution enthalten, gehören zwei konjugierte Normalen, die 
durch die vertauschten Punkte des nämlichen Paares gehen. 

Alle Ebenen und ihre in bezug auf konjugierten 
Normalen schneiden die Ebene a:y in Geraden und Punkten, 
welche die Polaren und Pole eines Kegelschnittes /'g bilden. 
Ist nämlich wieder a^ die Spur einer Ebene A und A^ der Spur- 
punkt ihrer konjugierten Normalen a, dann gibt es einen Kegel- 
schnitt f^ mit den Achsen x und y, für den A^ der Pol von a^ ist. 
Betrachten wir nun zwei in bezug auf die Ebene xz symmetrische 
Ebenen B und A, so liegen auch ihre konjugierten Normalen b und a 
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symmetrisch, und ihre Spurlinien b^ und a^, sowie die Spurpunkte 
B^ und A^ der Normalen liegen zur a:- Achse symmetrisch. Um jetzt 
zu einer beliebigen Ebene Z mit der Spur s^ die konjugierte Nor- 
male s mit dem Spurpunkt Sj zu finden, verfahren wir in folgender 
Weise. Wir schneiden s^ mit OA^ und OB^ in C^ und D^, dann 
liegt* auf OA^ eine Involution, flir die der Mittelpunkt und A^, 
A^ = Uj^ X OA^ ein Punktepaar ist; der zu C^ gehörige Punkt dieser 
Involution mag C^ sein. Ganz ebenso liegt auf OB^ eine Involution, 
in ihr möge D^ einem Punkt 2)^ entsprechen. Zieht man durch C^ 
eine Parallele zu a^ und durch I)^ eine Parallele zu A^, so schneiden 
sie sich in dem gesuchten Punkte S^. Denn die Parallelebene zu 
A durch C^ besitzt eine konjugierte Normale mit dem Spurpunkt C^ 
und die Parallelebene zu B durch D^ besitzt eine konjugierte Nor- 
male mit dem Spurpunkt D^; zu jeder Ebene durch C^Di gehört 
deshalb eine konjugierte Normale, deren Spurpunkt nach dem Obigen 
auf den beiden Geraden C^S^ und i^j^p ^^^^ ^^ '^i ^^^8** Nach der 
soeben geschilderten Konstruktion ist aber auch A'^ der Pol von s^ 
in bezug auf /^, und damit ist unser Satz bewiesen. Hieraus folgt 
noch weiter, daß je drei konjugierte Normalen von <t) durch die Ecken 
eines Polardreiecks von f^ gehen. Die ümkehrung gilt jedoch nur 
für spitzwinklige Dreiecke. 

325. Wir können jetzt unmittelbar den Satz aussprechen: 
Alle koaxialen Flächen 2. Grades, die einer Ebene die 
nämliche konjugierte Normale zuordnen, ordnen auch jeder 
anderen Ebene die nämliche konjugierte Normale zu; 
solche Flächen heißen konfokal. Von ihnen gelten folgende 
Sätze. Durch jeden Punkt des Raumes gehen drei zu der 
Fläche <J) konfokale Flächen, die sich in ihm rechtwinklig 
durchschneiden. Sind nämlich a, b, c die drei konjugierten Nor- 
malen durch den gegebenen Punkt P, so sind die drei Flächen, die 
in P je eine der drei Ebenen ab, bc, ca berühren und mit die 
gleichen Achsen aufweisen, zu der Fläche konfokal. Als spe- 
zielle Fälle gehören dem System konfokaler Flächen auch 
drei Kegelschnitte f^yf^yf^ an, die bezüglich in den Ebenen 
yzj zx, xy liegen; sie werden die Fokalkurven des Systems 
genannt. Ist ^ eine Tangente eines solchen Kegelschnittes und T 
ihr Berührungspunkt, so besitzt jede Ebene durch t eine konjugierte 
Normale durch T\ demnach müssen in der Ebene, die in T auf t 
senkrecht steht, je zwei rechtwinklige Strahlen durch T zueinander 
konjugiert sein in bezug auf jede ihrer Schnittkurven mit den kon- 
fokalen Flächen. Mit anderen Worten: Jede Ebene, die eine Fokal- 
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kurve in einem Punkte rechtwinklig schneidet, schneidet die kon- 
fokalen Flächen in Kurven mit einem gemeinsamen Brennpunkte in 
ihm. Speziell werden die Schnittpunkte der Fokalkurven mit den 
konfokalen Flächen Nabelpunkte oder Punkte mit kreisförmiger 
Indikatrix sein, da in ihnen je zwei konjugierte Tangenten auf- 
einander senkrecht stehen. 

Bedenkt man die Beziehung der konjugierten Normalen zu den 
Tangentialkegeln der konfokalen Flächen, so erkennt man, daß die 
Tangentialkegel, die maü aus einem beliebigen Punkte einer 
Fokalkurve an die konfokalen Flächen legen kann, Eo- 
tationskegel sind, und daß die zugehörige Tangente ihre 
gemeinsame Achse ist. Daraus folgt insbesondere, daß jeder 
Punkt einer Fokalkurve der Scheitel und seine Tangente 
die Achse einer Eotationsfläche ist, die durch eine der 
beiden übrigen Fokalkurven hindurchgeht. 

Man hätte bei der Ableitung aller dieser Eesultate auch von einer 
Flächenschar ausgehen können, die durch zwei der konfokalen Flächen 
bestimmt wird. Die vier speziellen Flächen der Schar (232) werden 
von fi, fif fs lind der unendlich fernen, allen Kugeln gemeinsamen 
imaginären Kurve gebildet. Die gemeinsame abwickelbare Hüllfläche 
der Schar, die diese vier Kurven zu Doppelkurven hat, ist imaginär. 

326. Die konfokalen Flächen schneiden jede der drei Ebenen 
xy, yz und zx m konfokalen Kegelschnitten. Wir nehmen nun an, 
daß X die große, y die mittlere und z die kleine Achse des Elli- 
psoides sei, und bezeichnen seine in den Ebenen yz, zx und xy 
liegenden Schnittkurven mit a^, s^ und &^ und die zugehörigen reellen 
Brennpunkte (100) mit F^y Gj, resp. F^y G.^y resp. F^y G^. Die beiden 
ersten liegen auf der y-Ächse, die anderen auf der ar- Achse. Der 
Fokalkegelschnitt f^ in der Ebene xy besitzt die Brenn- 
punkte /g, ffg und geht durch die Punkte F^, Gj, F^y G^ hin- 
durch, ist also eine Ellipse. Denn die Ebene xz steht auf der 
Fokalkurve /g in ihren beiden auf x liegenden Schnittpunkten senk- 
recht; diese sind also Brennpunkte für alle in der Ebene xz liegenden 
Schnittkurven der konfokalen Flächen. Ganz ähnlich findet mau, 
daß der Fokalkegelschnitt f^ eine Hyperbel mit den Brenn- 
punkten F^y G^ und den Scheiteln F^, G^ und der Fokalkegel- 
schnitt /'j eine imaginäre Kurve mit den Brennpunkten 
F^y G^ ist. Ähnliche Eesultate könnte man für die imaginären 
Brennpunkte aussprechen. 

33 7 • Um uns eine Vorstellung von der Gesamtheit aller kon- 
fokalen Flächen zu machen, gehen wir von dem Ellipsoide aus 
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und passieren dann in stetigem Übergange alle Flächen der Schar. 
Da nun zwei konfokale Flächen sich entweder gar nicht oder recht- 
winklig durchschneiden, so ist klar, daß die zu (p benachbarten 
Flächen der Schar ebenfalls EUipsoide sind, von denen das eine ganz 
innerhalb, das andere ganz außerhalb <l> liegt. So kann man von 
einerseits zu immer größeren, andererseits zu immer kleineren kon- 
fokalen EUipsoiden gelangen. Das kleinste dieser EUipsoide erhält 
man, wenn eine seiner Achsen, nämlich die ;?- Achse, gleich Null 
wird; dann reduziert sich das Ellipsoid auf den von/'g eingeschlossenen 
Teil der xy-Ebene. Durch jeden Punkt des Baumes geht ein zu (p 
konfokales Ellipsoid. Alle konfokalen EUipsoide schneiden die t/z- 
und die xz-Ehene in 'der Gesamtheit aller konfokalen EUipsen mit 
den Brennpunkten F^, G^ resp. F^, G^, dagegen die ory-Ebene nur 
in denjenigen konfokalen Ellipsen, die größer als /^ sind. 

Geht man jetzt zu der zu /^ benachbarten konfokalen Ellipse 
über, die kleiner als f^ ist, so sind ihre Scheitel in der xz- und 
r/jzr-Ebene zugleich die Scheitel zweier Hyperbeln mit den Brenn- 
punkten F^, G^ resp. F^, G^, die ganz in der Nähe der a;- Achse, 
resp. 3/- Achse verlaufen. Die konfokale Fläche ist jetzt ein ein- 
schaliges Hyperboloid, das beim Grenztibergang in den außerhalb f^ 
liegenden Teil der ory-Ebene übergeht. Läßt man die konfokale 
Ellipse in der ory-Ebene immer kleiner werden, so bleibt die zugehörige 
Fläche ein einschaliges Hyperboloid; seine in der arz- und 3/ z- Ebene 
liegenden Hyperbeln besitzen Asymptoten, deren Neigungswinkel 
gegen die x- resp. y-Achse immer größer werden. Schließlich geht 
die konfokale Ellipse in der ary-Ebene in die Strecke ^3 ff 3 und. das 
zugehörige, einschalige Hyperboloid in den zwischen den beiden 
Ästen der Hyperbel f^ liegenden Teil der orz-Ebene über. Durch 
jeden Punkt des Raumes geht ein zu konfokales, einschaliges 
Hyperboloid. Diese Flächen schneiden die ary-Ebene in den kon- 
fokalen EUipsen, die kleiner als f^ sind, die y jzr-Ebene in den Hyperbeln 
mit den Brennpunkten #j, G^ und die zz-Ebene in den Hyperbeln 
mit den Brennpunkten F^, G^, die innerhalb f^ liegen. 

Wählt man weiter die zu f^ benachbarte, konfokale Hyperbel, 
die /g einschließt, so sind ihre Scheitel zugleich die Scheitel einer 
Hyperbel in der a:^-Ebene mit den Brennpunkten jFg, G^, die in der 
Nähe der ar- Achse verläuft. Die zugehörige, konfokale Fläche ist ein 
zweischaliges Hyperboloid, das von der yz-Ebene nicht geschnitten 
wird. Der Grenzübergang führt die beiden Teile dieser Fläche in 
zwei Teile der arz-Ebene über, die je von einem Aste der 
Hyperbel f^ eingeschlossen werden. Läßt man die Scheitel der 
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konfokalen Hyperbel in der orz- Ebene immer näher gegen den 
Mittelpunkt rücken, so werden ihre Asymptoten mit der :r- Achse 
einen immer größer werdenden Winkel einschließen, und gleiches 
wird auch für die Hyperbeln in der ar^-Ehene eintreten. Die zu- 
gehörige Fläche bleibt hierbei immer ein zweischaliges Hyperboloid. 
Rücken die genannten. Scheitel dem Punkte unendlich nahe, so 
werden auch die Hyperbeln in der xz- und ary-Ebene zwei in der 
Nähe der zr resp. y-Achse verlaufende Äste besitzen. Die beiden 
Schalen des Hyperboloides nähern sich der y2:-Ebene immer mehr 
und fallen in der Grenzlage mit ihr zusammen. Durch jeden Punkt 
des Eaumes geht auch ein zu konfokales, zweischaliges Hyper- 
boloid. Diese Flächen schneiden die y^-Ebene nicht, die ary-Ebene 
in den Hyperbeln mit den Brennpunkten F^, G^ und die ar^i-Ebene 
in den Hyperbeln mit den Brennpunkten F^y G^, die außerhalb f^ 
liegen. 

Die konfokalen Flächen 2. Grades sind von dreierlei 
Art, nämlich Ellipsoide, einschalige und zweischalige 
Hyperboloide; durch jeden Eaumpunkt geht je eine Fläche 
von jeder Art. Eine jede Fläche wird von den konfokalen 
Flächen der gleichen Art überhaupt nicht, von den Flächen 
der beiden anderen Arten aber in ihren beiden Systemen 
von Krümmungslinien geschnitten^^). 

328. Die Projektionen der Krümmungslinien eines 
Ellipsoides auf seine Symmetrieebenen. Seien k und / 
zwei Krümmungslinien des Ellipsoides, von denen die erste auf einem 
einschaligen Hyperboloid M', die zweite auf einem zweischaligen 
Hyperboloid X liegen mag. Die Kurven k und / sind als Schnitt- 
linien zweier Flächen 2. Grades von der 4. Ord., ihre Projektionen 
auf die Symmetrieebenen sind Kegelschnitte, deren Punkte die Pro- 
jektionen von je zwei Kurvenpunkten darstellen. Es fragt sich nun, 
in welcher Beziehung die Projektionen aller Krümmungslinien auf 
eine Symmetrieebene zueinander stehen, und wir werden sehen, daß 
sie eine Kegelschnittschar mit vier gemeinsamen, reellen oder imagi- 
nären Tangenten bilden (132). 

Wir wollen die Hauptschnitte des Ellipsoides in den Ebenen xy, 
yz, zx mit ^g, s^, s^ respektive bezeichnen, dann schneiden sich s^ 
und der Fokalkegelschnitt f^ in den vier reellen Kreis- oder Nabel- 
punkten JTj, JTg, A'g, K^ der Fläche (Fig. 154). In einem Kreispunkte, 
etwa JTj, sind je zwei konjugierte Tangenten zueinander normal, 
zwei derartige Tangenten seien u und ü, und w sei die zugehörige 
Normale des Ellipsoides. Der Ebene vio wird durch die Fläche V 
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ein Pol U auf u und der Ebene uw durch die gleiche Fläche ein 
Pol V auf V zugeordnet. Die Flächen und V bestimmen einen 
Flächenbtischel, dem auch drei Cylinder mit zu den Achsen parallelen 
Mantellinien zugehören. Nach 175 müssen sich die Polarebenen 
von Vy resp. V in bezug auf alle Flächen des Büschels in r, resp. « 
schneiden. Denn die Polarebenen von U in bezug auf und V 
schneiden sich in v; die erstere muß nämlich durch die zu K^U=u 
konjugierte Tangente gehen, und die letztere ist vw. Demnach 
gehen auch die Polarebenen von U, resp. F in bezug auf die drei 
Cylinder durch v, resp. u und sind den bezüglichen Mantellinien 
parallel. Mit anderen Worten: die Projektionen von u und v — und 
überhaupt von je zwei rechtwinkligen Tangenten in den Kreis- 
punkten — sind konjugierte Polaren der entsprechenden Projektionen 
der Krümmungslinie k und jeder anderen Ejnimmungslinie. Zu 
den Krümmungslinien gehören als spezielle Fälle auch die Ellipsen 
Äp ^2, Äg, wir erhalten deshalb die folgenden Eesultate. Die Krüm- 
mungslinien projizieren sich auf die ary-Ebene als Kegelschnitte, die 
in jedem der beiden Punkte ÄV"(= ^3") ^^^ ^2'"(= ^H ^^ gleiche 
Involution konjugierter (harmonischer) Polaren bestimmen wie s^ (122). 
Diese Kegelschnitte bilden demnach eine Schar; sie berühren alle 
die vier Tangenten, die man von K^" und K^" an ^3 legen kann 
und die paarweise konjugiert imaginär sind. Auf die yz-Ebene 
projizieren sich die Krümmungslinien als Kegelschnitte einer Schar, 
die alle die vier imaginären Tangenten aus K^' und K^ an s^ be- 
rühren. Die Projektionen der Krümmungslinien auf die orr- Ebene 
berühren die vier reellen Geraden, die s^ in den Punkten JT^, . ., 
K^ tangieren. Die Projektionen u", v" der konjugierten Polaren 
fallen nämlich hier zusammen, da die Ebene uv ^xz ist, sie bilden 
also eine Tangente für die Projektionen aller Krümmungslinien. Ohne 
näher darauf einzugehen, soll noch erwähnt werden, daß ganz ana- 
loge Resultate für die imaginären Kreispunkte des Ellipsoides gelten, 
die als Schnittpunkte von s^ und f^y resp. von s^ und f^ definiert 
werden. 

339. DieKonstruktion der Projektionen der Krümmungs- 
linien soll nun durchgeführt werden (Fig. 154). Sind OXy OY, OZ 
die drei Halbachsen des Ellipsoides, so zeichne man zunächst seine 
Hauptschnitte a*j, s^, s^ und deren Brennpunkte F^y G^, F^, G^, F^, G^ 
{¥F^ = YG^ = OX, U.S. w.). Die Fokalhyperbel /; besitzt die Scheitel- 
punkte -Pg, 6^3 und die Brennpunkte F^, G^\ ihre Asymptoten gehen 
also durch die Berührungspunkte der Tangenten, die man von F^ 
an den Kreis mit dem Durchmesser F^G^ legen kann. Die Fokal- 
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ellipse /i besitzt die Scheitelpunkte F^, G^ und die Brennpunkte 
F^, Ö3. In den yier reellen Kreispunkten £^, , ., K^ schneiden sich 
/; und «2, es ist also: K^O^ - K^F^ = ^'OF^ und K^O^ ■\-K^F^^ 2-0 J, 
folglich: K^G^ ^ G^^ und K^F^ = F^X, Die Kreispunkte sind auch 
als Endpunkte der beiden Durchmesser definiert^ die die Mittel- 
punkte der beiden Systeme von Kreisschnitten auf dem EUipsoide 



^-^\ 




Fig. 154. 



tragen, und können auch im Anschluß an diese Definition konstruiert 
werden (167). Die Tangenten von s^ in den Punkten if^, . ., K^ 
mögen x paarweise in A und A^ und z paarweise in B und B^ treffen. 
Alle Krümmungslinien schneiden 8^ und außerdem entweder s^ 
oder A3 in je vier Punkten. Sei k eine Krümmungslinie, seien ferner 
Pj, . ., P^ ihre Schnittpunkte mit s^ und Qi, . ., Q4 diejenigen 
mit A3. Die Projektion ä" von k auf die arjr-Ebene ist eine dem Pa- 
rallelogramm ^j8u4jj8j eingeschriebene Ellipse mit den Achsen Q^" Qg" 
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(auf x) und H^B^ (auf z). Ist Q^" gegeben, so. kann man i?j nach 
272 Bd. I finden; auf den Tangenten von *" in Q/' und Q," werden 
nämlich durch die Tangente AB Strecken abgeschnitten, deren Pro- 
dukt = [OB^^ ist. Zur Bestimmung der Punkte Pj, . ., P^ dient 
folgende Überlegung. Die Ellipsen s^ und K' bestimmen einen 
Büschel, dem auch die Geradenpaare PiPg, PaP4 uod PiPg, P3P4 
angehören. Dieser Büschel schneidet die Gerade AB m einer In- 
volution, deren Doppelpunkte die Berührungspunkte Zj und L^ der 
Kurven ^^ und h" sind (134). Demnach werden die Schnittpunkte 
von AB mit P-^P^ und P2P^ durch K^ und L^ harmonisch getrennt, 
und gleiches gilt für ihre Projektionen auf die a:-Achse; das führt 
zu der Kelation: OZ/" . OK^" = [OP^y. Da aber ijZ/" die Polare 
von A in bezug auf k" ist, gilt die weitere Eelation: OL^" ,0A^ 
[Oq^')\ Aus beiden folgt: [OP^y:[Oq^y = OK^":OA. Schneidet 
aber der Halbkreis über AK^" die z- Achse in C, so ist {K^"Cf: 
[ACf =^ OK^" \0A, also findet man OP^^' durch die Beziehung 
OP^" : Oq^' « K;"C\AC. Trägt man mithin CE^ OQ/' auf CA auf 
und zieht durch E eine Parallele zu ar, so schneidet sie auf CK^" 
eine Strecke CR = OPj'" ab. Ganz analog ergibt sich P( auf z 
aus der Eelation: OP^:OB^ = K^D:BD, wenn der Halbkreis über 
dem Durchmesser BK^ die or-Achse in B schneidet. 

Die Projektion A'" auf die ory-Ebene ist eine Hyperbel mit der 
reellen Achse P^"P^'\ die .^3 in den vier Punkten Q^, .. ., Q^ 
schneidet. Da nach der vorigen Nummer K" und ^3 im Punkte K^" 
die gleiche Involution konjugierter Polaren aufweisen, ist K" hier- 
durch und durch seine reelle Achse bestimmt. Um ä'" zu zeichnen, 
verwandeln wir ä'" und ^3 durch affine Veränderung in zwei Kurven 
mit den gemeinsamen Brennpunkten K(" und K^", Zu diesem 
Zwecke zeichnen wir zunächst irgend zwei konjugierte Polaren durch 
JT/". Nun ist aber die in A auf x errichtete Normale a die Polare 
von Äy in bezug auf s^] demnach sind £^"'U und K^"U^ kon- 
jugiert, wenn YV\\x und U^ = K^"Y x a ist. Macht man [AVf = 
{AV{f ^ AU . AU^, so sind auch K^"7 und Zj^Tj konjugiert (/'und 
V^ auf a)\ beide Geraden liegen aber symmetrisch zu or. Trägt man 
weiter A r= AW^^ AK{' auf a auf, so istiT/^rj. K{'W^, und beide 
Geraden sind ebenfalls zu x symmetrisch. Jetzt nehmen wir mit der 
Involution der konjugierten Polaren durch iTj'" eine affine Veränderung 
vor, für welche x die Affinitätsachse und V, W ein Paar affiner Punkte 
sind. Dann geht dieselbe in eine Involution rechtwinkliger Strahlen 
über, denn sie enthält die beiden Strahlenpaare x mit ihrer Normalen 
und K{'W, K;"W^ (231 Bd. I); zugleich gehen 5, . und Ä'" in Kurven 
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über, für welche die Punkte K^"' und K^'" Brennpunkte sind. Wir 
bestimmen also zuerst eine Hyperbel mit der Achse P^"P^" und den 
Brennpunkten Zj'", K^", indem wir eine ihrer Asymptoten, etwa /O, 
zeichnen. Dann ist die zu JO affine Gerade LO eine Asymptote 
von k" \WJ\\xy JL±,x, FL\\x) unA. damit k'" leicht zu zeichnen. 

Die Projektion Ä' auf die yr- Ebene ist eine Ellipse mit den 
Achsen P^P^ und Qi'Qg'. Die erstere ist unmittelbar bekannt, die 
letztere kann man mit Hilfe der Punkte Q^, Q^ auf s^, die man ja 
leicht genau angeben kann, erhalten. Für die Krümmungslinien, 
deren Projektionen auf die ar^-Ebene Ellipsen sind, ist diese Methode 
jedoch nicht verwendbar, und man wird deshalb in der nämlichen 
Weise wie vorher bei k'" verfahren. Die in B auf z errichtete 
Normale b ist die Polare von K^ in bezug auf s^\ es liegen auf 
ihr zwri zu B symmetrische Punkte 8 und 8^ derart, daß K^ S 
und K^'8^ konjugierte Polaren von s^ und folglich auch von K 
sind. Tragen wir BT^ BK^' 2lu£ b auf und nehmen wir mit s^ 
und Ä' eine affine Veränderung vor, für welche z die Affinitätsachse 
und S, T ein Paar affiner Punkte sind, so gehen s^ und k' in zwei 
Kurven mit den gemeinsamen Brennpunkten Ä'/ und K^ über. Die 
zu Ä' affine Ellipse besitzt die Halbachsen OP^ und ON{K^N^ OP^'), 
und da N und Q^ affine Punkte sind, so schneiden sich TN und 
SQj' auf j?. 

Eine ganz ähnliche« Bestimmung der Krümmungslinien, wie die 
hier geschilderte, läißt sich auch- für das zweischalige Hyperboloid 
durchführen, da dieses ebenfalls vier reelle Kreispunkte besitzt. Für 
das einschalige Hyperboloid ' und die Paraboloide ist die Konstruk- 
tion in dieser Form nicht anwendbar. Wir wollen deshalb noch 
eine zweite Konstruktion behandeln, die in allen Fällen Verwendung 
finden kann; sie basiert auf der Konstruktion der Schnittpunkte 
zweifer konfokaler Kegelschnitte. 

SSO. Zunächst wollen wir eine konfokale Kegelschnitt- 
öchar mit den gemeinsamen, reellen" Brennpunkten F und G näher 
untersuchen (100). sei der gemeinsame Mittelpunkt, x die Achse 
durch F und G, y die dazu senkrechte Achse. Jeder Punkt der 
ar-Achse außerhalb der Strecke FG ist der Scheitel einer Ellipse 
unserer Schar, auch jeder Punkt der y- Achse ist der Scheitel einer 
solchen Ellipse. Sind AA^^ und BB^ die Achsen einer konfokalen 
Ellipse, so ist FB ^ OA. Jeder Punkt der Strecke FG ist der 
Scheitel einer Hyperbel unserer Schar, und es ist OF^ AB, wenn 
AA^ ihre reelle und BB^ ihre imaginäre Achse ist. Es folgt das 
daraus, daß der Fußpunkt des von F auf eine Asymptote gefällten 
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Lotes auf dem Ejreise mit dem Durchmesser AJ^^ liegt (91). Die 
imaginären Achsen dieser Hyperbeln sind stets kleiner als FG, 
oder genauer ausgedrückt: jede Hyperbel bestimmt auf der y-Achse 
eine Involution harmonischer Pole, flir deren Gleichpunkte B, B^ 
die Relation 0B< OF gilt (211). Es gibt auch konfokale Kegel- 
schnitte der Schar, deren imaginäre, auf y liegende Achsen größer 
als FO sind; solche Kegelschnitte sind imaginär und besitzen auch 
auf X eine imaginäre Achse. Sind A, A^ resp. B, B^ die Gleich- 
punkte der Involutionen harmonischer Pole, die ein imaginärer 
Kegelschnitt der konfokalen Schar auf x resp. y bestimmt, so sind 

AA^y BB^ die Achsen einer reellen 
Ellipse, deren Brennpunkte F^y G^ auf 
y liegen, und zwar ist F^ G^ = FG 
(Fig. 155). Der Pol P von BF in bezug 
auf den imaginären Kegelschnitt liegt 
nämUch auf PF {± FB) und auf PB^ 
(IIa:), und es ist PI) (||y) die Direktrix 
von F. F und D bilden demnach ein 
Punktepaar der Involution harmonischer 
Pole auf x\ für ihre Gleichpunkte A, A^ 
gilt mit Berücksichtigung des Vor- 
zeichens der einzelnen Strecken [OA)^ 
^ — OF'OD. Nach der Figur ist 
OF^BF ^{OB)^y und durch Subtraktion folgt: [OB)^'-[OAf 
= OF'{OB + BF) = (OP)«, da OB ^ - BO ist Diese Relation 
beweist aber die obige Behauptung. 

831. Wir wollen nun die Schnittpunkte zweier be- 
liebigen konfokalen Kegelschnitte s und e aufsuchen. Ihre 
gemeinsamen Brennpunkte seien F und G, ihre Achsen XX^ und YY^ 
resp. AA^ und BB^ Die vier Schnittpunkte liegen paarweise zur 
:r- Achse symmetrisch, d. h. sie liegen auf zwei reellen oder imaginären, 
zur ar- Achse senkrechten Geraden i und \. Ihre Schnittpunkte / 
und e/j mit der ar- Achse ergeben sich, wie wir jetzt sehen werden, 
als die Doppelpunkte einer Involution (Fig. 156). Je zwei harmo- 
nische rechtwinklige Polaren von s sind auch solche von e\ sie 
schneiden x in den Punktepaaren einer Involution, deren Doppel- 
punkte F und G sind (96). Es seien p und q zwei rechtwinklige 
harmonische Polaren und P und Q ihre Schnittpunkte mit der 
ar- Achse, dann ist OP'OQ^ [0F)\ Es sei femer p^ die Polare 
von P in bezug auf s und q^ die Polare von Q in bezug auf e, 
dann sind U^p^x q und V= q^x p harmonische Pole in bezug 




Fig. 155. 
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auf beide Kegelschnitte. Denn der Pol von p in bezug auf s liegt 
sowohl auf />j als auch auf q, er liegt also in U, d.h. U und F 
sind harmonische Pole von s. 



Ebenso liegt der Pol von q be- 
züglich e in r=: q^ X p, so daß 
UxmA Fauch harmonische Pole 
von e sind. C^und F sind nach 
131 konjugiert in bezug auf 
alle Kegelschnitte des durch s 
und e bestimmten Büschels, ins- 
besondere bezüglich des reellen 
oder imaginären Geradenpaares 
ii^] U und F werden deshalb 
durch i und U 
trennt. 




Fig. 156. 



j harmonisch ge- 
Das ergibt die Be- 
ziehung OV'OF' ^ ± {0J)\ wenn U'^p^xx, F ^q^Xx ist 
Dabei gilt das positive Vorzeichen, wenn die Geraden t und i\ reell, 
das negative, wenn sie imagmär sind; im letzteren Falle sind /und 
«^ die Gleichpunkte einer Involution, durch deren imaginäre Doppel- 
punkte die Geraden i und ij gehen. Da P, V harmonische Pole 
von 8 sind, ist OP^OV = ± (OZ)*, ebenso ist OQ-Or = ± [OÄf, 
da Q, F' harmonische Pole von e sind. Das positive Zeichen gilt, 
wenn die Achsen XX^, resp. ÄA^ reell sind, das negative, falls sie 
imaginär siad. Aus den vier Relationen folgt: OA-OX^ OF*OJ. 
In dieser letzten Gleichung kann von einem Vorzeichen abgesehen 
werden, da durch Vertauschung von J und «^ (was ja nur eine 
Änderung in der Bezeichnung bedeutet) die rechte Seite ihr Zeichen 
wechselt Nach unseren Definitionen sind OX, OA, OF, OJ reelle 
Strecken. Sind die Achsen XX^ und AA^ entweder beide reell, 
oder beide imaginär, so sind / und «/j die Schnittpunkte zweier 
reellen Geraden i und i^ mit der ar- Achse; denn besitzen ± {OXf 
und ± [OAf das gleiche Vorzeichen, so erhält ± [OJf nach obigen 
Relationen das positive Zeichen. Ist eine der beiden Achsen XX^ 
und AA^ reell, die andere imaginär, so sind J und J^ die Gleich- 
punkte einer, Involution, durch deren imaginäre Doppelpunkte die 
imaginären Geraden i und z\ gehen. 

Für die y- Achse erhalten wir ganz ähnliche Resultate. Ist 
Pi- P X y, Qi ^ q X j/, liegen femer die Schnittpunkte von s und e 
auf zwei reellen oder imaginären, zur ar-Achse parallelen Geraden A 
und \ und sind endlich U", F" die Projektionen von U und F 
auf die y-Achse, so gelten die Relationen: OP^^OQ^^ —[OFf\ 
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OP^'OU"^±[OY)^', OQ,*Or'^±{OJB)^; OV" ^OF' ^ ±[OEf. 
Hieraus erkennt man, daß H und H^ die Schnittpunkte zweier reellen 
Geraden h und h^ mit der y- Achse sind, wenn eine der beiden 
Achsen TY^ und BB^ reell, die andere imaginär ist. Sind dagegen 
beide Achsen reell oder beide imaginär, so sind H und H^ die 
Gleichpunkte einer Involution, durch deren imaginäre Doppelpunkte 
die imaginären Geraden h und h^ gehen. 

Das Eesultat läßt sich folgendermaßen zusammenfassen. Durch 
die vier Schnittpunkte zweier konfokalen Kurven gehen zwei reelle 
Gerade senkrecht zur Hauptachse (Achse durch die Brennpunkte), 
wenn beide Kurven reell oder beide imaginär sind. Durch die 
genannten Schnittpunkte gehen zwei reelle Gerade senkrecht zur 
Nebenachse, wenn eine und nur eine der beiden Kurven eine 
Ellipse ist Ist eine der beiden konfokalen Kurven eine Hyperbel, 
die andere eine imaginäre Kurve, so gehen durch ihre Schnittpunkte 
keine reellen Geraden, die zu einer Achse senkrecht' sind; diese 
liegen vielmehr auf zwei reellen Geraden durch 0. Auf letzteren 
Umstand braucht hier nicht weiter eingegangen ^u werden. 

333. Es sollen die Projektionen der Krümmungslinien 
des einschaligen Hyperboloides gezeichnet werden (Fig. 157). 
Nach den Eesultaten der beiden voranstehenden Nummern ist die 
Konstruktion der Krümmungslinien auf einer beliebigen Fläche 
2. Grades in einfachster Weise durchzuführen. Seien XX^, JJTj die 
reellen und ZZ^ diö imaginäre Achse eines Hyperboloides, seien 
femer s^, s^, s^ seihe Hauptschnitte in den Ebenen yz, resp. xz, 
resp. xy. Dann zeichne man die sechs reellen Brennpunkte i^^, (y^, 
^2> ^2' ^3^ ^3 ^lieser Kurven [F^Y^OX, OF^^ZY, OF^^ZX) 
und bestimme ein zu dem Hyperboloid konfokales Ellipsoid mit dien 
Achsen ^^1, BB^, (7Ci (^ beUebig, BF^^OA, CF^^OA, CF^^OB). 
Sind e^, e^, e^ die Hauptschnitte des Ellipsoides und' ist k die ge- 
meinsame Krümmungslinie beider Flächen, so gelten für ihre Pro- 
jektionen die folgenden Beziehungen. Die Schnittpunkte e^ x *i, 
^2 X ^a und e^ X s^ bilden drei Gruppen von je vier Punkten; die 
Projektionen k', ä", ä'" der Krümmungslinie sind Kegelschnitte und 
enthalten je eine dieser Gruppen, während die bezüglichen Pro- 
jektionen der beiden anderen Gruppen die Endpunkte ihrer reellen 
oder imaginären Achsen bilden. Die Punkte e^ x s^ oder Z^, . . , /^ 
sind reell, sie liegen auf ä"; J{'J^" ist eine reelle Achse von ä'" 
und e^jVg' eine reelle Achse von A'. Da die Punkte J reell sind, 
kann man sie aus den Relationen J^F^^AX und J^O^^AX^ kon- 
struieren, denn es ist J^F^ + J^G^ ^ AA^ und J^O^ — J^F^^^XX^ 
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Die reellen Punkte e^x s^, oder Zj, . ., JT^ liegen auf ä'; K^"K^" 
ist eine reelle Achse von K" und K('K^' eine reelle Achse von Ä". 
Die imaginären Punkte e^ x «g liegen auf ä'"; ihre reellen Projek- 
tionen V\ ij" auf die or- Achse bilden die Endpunkte einer reellen 
Achse von K'\ ihre imaginären Projektionen auf die y-Achse sind 




Fig. 157. 

die Doppelpunkte einer Involution, deren Gleichpunkte M\ M( die 
Endpunkte der imaginären Achse von ä' bilden. L" findet man 
nach 330 aus der Proportion OF^\OX^ OA\OL"{OP^^ OF^, 
OA^ = OA, XF^WA^r') und üf' aus der Proportion OF^iOY 
= OBiOMXYF^ II £qM, OB^OB^). k" und k'" sind ElUpsen, k' ist 
ein Hyperbel. 

Die Krtimmungslinien der anderen Schar werden auf dem ge- 
gebenen Hyperboloide durch konfokale zweischalige Hyperboloide 
ausgeschnitten. Seien PP^ die reelle und QQ^, RR^ die imaginären 
Achsen einer solchen Fläche [P beliebig, QP=^OF^y RP=.OF^, 
{pF^f + {OQf^[ORy')\ seien femer A^, Äg, A3 ihre Hauptschnitte, 
von denen der erste imaginär ist und die beiden letzten Hyperbeln 
sind; sei endlich / die auf ihr liegende Krümmungslinie unserer 
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Fläche. Die Schnittpunkte A3 x «3 oder i^j , . . , A^ sind reell und 
liegen auf /'"; N^"N^' ist eine reelle Achse von l" und N^N^ eine 
reelle Achse von /' [N^F^^^PX, N^G^^PX^). Die imaginären 
Punkte Äj X s^ liegen auf /"; ihre reellen Projektionen 5"', S^'" auf 
die a:- Achse sind die Endpunkte einer reellen Achse von /'" {OF^iOX 
=s OP: 08'"); ihre imaginären Projektionen auf die ;?- Achse sind die 
Doppelpunkte einer Involution, deren Gleichpunkte y, T^' die End- 
punkte der imaginären Achse von /' sind {OF^ : OZ^ ORiOT). Die 
imaginären Punkte h^Xs^ liegen auf V\ ihre imaginären Projektionen 
auf die y- Achse bestimmen eine Involution mit den Gleichpunkten ü"'y 
?7j'", welche die imaginäre Achse von Z'" begrenzen [OF^iOY 
= OQiOU'"); ihre imaginären Projektionen auf die z-Achse be- 
stimmen eine Involution mit den Gleichpunkten F", F^", welche die 
imaginäre Achse von /" begrenzen {OF^iOZ^ OR:OV"). 
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I. Kapitel. 

^) Im Gegensatz za anderen elementaren Definitionen wird in der 
neueren synthetischen Geometrie ein Kegelschnitt seit J. Steiner und 
M. Chasles als Erzeugnis projektiver Strahlbüschel oder Punkt- 
reihen erklärt. Vergl. J. Steiner, Vorles. über synthetische Geom. 2. T. 
bearb. v. H. Schröter, 1867. § 20—26. — Systematische Entwicklung 
der Abhängigkeit geometr. Gestalten voneinander, 1883. § 87 f. — 
M. Chasles (Traite de g6ometrie sup^rieure, 1862, p. 896, 400 f.). — 
Chr. V. Staudt (Über die Kurven 2. Ordnung, 1881, Geom. d. Lage, 
1847, u. s. f.). 

^) Der Satz von Bl. Pascal über das „hexagramma mysticum" findet 
sich in seinem Essai pour las coniques, 1640 (Oeuvres p. Bossut, Paris 
1779, 2. Aufl. 1819 oder Oeuvres compl. p. Ch. Lahure, Bd. 2, 1868, 
p. 854 f.). Dieser Satz mit seinen zahlreichen Folgerungen liefert die 
Grundlage für eine voUsifindige Theorie der Kegelschnitte. 

3) Chr. J. Brianchon (Joum. de Töcole polyt., cah. XIII, 1806, 
p. 801). Der Satz von Brianchon steht dem Pascalschen Satze dual 
gegenüber. 

*) Die Ausdrücke Polare eines Punktes und Pol einer Geraden rühren 
von J. D. Gergonne (Ann. de math. 8, 1818, p. 297) und J. F. Servois 
(Ann. de math. 1, 1811, p. 887) her. Die Theorie der Pole und Polaren 
kann synthetisch auf der Grundlage des Pascalschen Satzes entwickelt 
werden. Man vergl. auch Ph. De la Hire (Sectiones corneae^ Paris 1685) 
und G. Desargues (Brouillon project d'une atteinte aux evönemens des 
rencontres d*un cone avec un plan, Paris 1689, Oeuvres p. Poudra, Bd. 1. 
Paris 1864); femer E. Kötter (Die Entwicklung der synthetischen Geo- 
metrie, Jahresber. d. Deutschen Math.- Vereinigung, 1899 — 1901, p. 45 — 52, 
88—88). 

^) Über die Begründung des Prinzips der Dualität lese man 
M. Chasles (Ap. bist. Note XXXIV, p. 408). 

^ Im Verfolg der Anwendungen der Analysis auf die Geometrie 
wurden die bei den Aufgaben 2. Grades auftretenden imaginären 
Lösungen mit berücksichtigt. In der synthetischen und konstruktiven 
Geometrie dienen zur Bestimmung von konjugiert imaginären Elementen 
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die Involutionen, deren Doppelelemente sie bilden. Vergl. Chr. v. St au dt 
(Geom. d. Lage, 1847). 

') Die hauptsächlichen Pokaleigenschaften der Kegelschnitte 
waren schon im Altertum bekannt; vergl. Apollonius (Conic. C. III, 45 f). 

®) Die konfokalen Kegelschnitte scheint zuerst Maclaurin be- 
trachtet zu haben (A treatise of fluxions, 1742, 2. Aufl. London 1801, 2, 
p. 127). Vergl. M. Chasles (Annales de math. XVIII, 1828, p. 276 und 
Ap. bist. Note XXXI), J.Steiner (Vorl. über synthet. Geom. 2, bearb. 
V. H. Schröter, p. 188, 431), J. Binet (Journ. de l'öcole polyt. IX, 
1811, p. 57f.). 

^) Die Konstruktion der Krümmungskreise bei den Kegel- 
schnitten ist von W. Fiedler aus der Zentralkollineation hergeleitet 
worden (Darst. Geom. 3. Aufl. I, p. 188 f.). Elegante Konstruktionen gab 
C. Pelz an (Die Krümmungshalbmesserkonstruktionen der Kegelschnitte 
als Korollarien eines Steinerschen Satzes, Sitz.-Ber. d. böhm. Ges. d. W., 
1879). Die im Texte gegebene noch einfachere Darstellung ist neu. 
Vergl. K. Rohn (Konstr. d. Krümmungsradius bei einem Kegelschnitt 
durch fünf Punkte, Ber. d. Math.-phys. Kl. d. Ges. d. W., Leipzig 1900). 

^^) Die Fragen nach den Schnittpunkten und gemeinsamen 
Tangenten zweier Kegelschnitte sind zuerst durch analytische 
Methoden beantwortet worden. Vergl. G. G. J. Jacob i (Werke 3, p. 292 f.), 
J. Plücker (Analyt. geom. Entwicklungen, 1828—31, Bd. 2, p. 167 f), 
M. Chasles (Sect. con. p. 231 f), Chr. v. Staudt (Geom. d. Lage, 1847, 
p. 171 f,) behandelte das Problem synthetisch. Vergl. femör J. Steiner 
(Vorl. über synthet. Oeom. 2. T., 1867, bearb. v. Schröter, § 54). 

^^) Die Bezeichnungen „Büschel" und „Schar" von Kegelschnitten, 
„Grundpunkte^* usw. hat J. Steiner eingeführt (Journ. f. Math., Bd. 47, 
1848, Vorl. Bd. 2, 1867, p. 279). Über die Verzeichnung der Kegel- 
schnittbüschel und Scharen handelt ausführlich Chr. Wiener (Darst. Geom., 
Bd. 1, 1884, p. 325 f.). 

n. EapiteL 

^*) Nachdem schon L. Euler (Introductio in änalysin infinitorum, 
1748, 2., Appendix de superficiebus) mit der analytischen Untersuchung 
auf Grund der Gleichung 2. Grades zwischen den Eaumkoordinaten x, y, z 
den Anfang zum Studium der Flächen 2. Grades gemacht hatte, wurden 
sie von G. Monge und J. N. P. Hachette (Application dalg^bre ä. la 
geometrie, Journ. de T^cole polyt. XI, 1802) näher untersucht. Der Be- 
handlung der Flächen nach synthetischer Methode legt man ihr Verhalten 
gegenüber schneidenden Geraden und Ebenen zugrunde. VergL J. Steiner 
(System. Entw., 1832, p. 186) und Chr. v. Staudt (Geom. d. Lage, 1847, 
p. 197). Die deskriptive Geometrie der Flächen 2. Grades, schon von 
M. Frezier (La theorie et la pratique de la coupe des pierres etc., 
1737 — 39) für besondere Fälle begonnen, wurde namentlich durch 
Monge (G6om. descr., 1798), Hachette (Trait6 de geom. descr., 1822) und 
Th. Olivier (Cours de g6om. descr., 1843, 11.) gefördert. Eine ausführ- 
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liehe Darstellung findet naan bei W. Fiedler (Darstell. Geom. 3. Aufl., 
nB, 1885). 

^^) Nach Euler sind es wiederum Monge und Hachette, die sich 
mit der Einteilung der Flächen 2. Grades befassen (Application etc., 
1802, p. 143 f.). In synthetischer Beziehung kommt als Einteilungsgrund 
das Verhalten der Fläche gegen die unendlich ferne Ebene in Betracht 
seit J. V. Poncelet (Propr. proj., 1822, p. 878). Vergl. J. Plücker 
(System d. analyt. Geom. d. Raumes, 1846). 

^^) Die beiden Scharen von Kreisschnitten auf den Flächen 
2. Grades (das hyperbol. Paraboloid ausgenommen) sind von Monge und 
Hachette bestimmt worden (Application etc., 1802, p. 161). Sie bilden 
einen speziellen Fall der Scharen perspektiv- ähnlicher Parallelschnitte 
(s. ebenda p. 155), liefern zugleich die Kr eis punkte und vermitteln eine 
affine Beziehung zwischen den allgemeinen und den Eotations- 
f lä ch en 2. G r a d es. Diese wurde auch zur Herstellung beweglicher aus kreis- 
förmigen Kartonscheiben zusammengesetzter Modelle der Flächen 2. Grades 
benützt; ausgeführt von A. Brill 1874 (Katalog math. Modelle etc. von 
W. Dyck, München 1892, p. 258). Neuere Modelle von R Wiener 
(1904) beruhen auf dem gleichen Prinzip, unterscheiden sich aber von 
jenen in der Ausführung. 

^^) An Stelle früherer Lösungen des Problems, die Fläche 2. Gr. 
durch 9 Punkte zu konstruieren, die noch ziemlich verwickelt waren, 
setzten J. Thomae (Ber. d. math.-phys. Kl. d. Ges. d. Wiss. zu Leipzig 1892. 
p. 543) und K. Rohn (ebendaselbst 1894, p. 160) die auch im Texte gegebene 
einfache Lösung. Man vergl. die Konstruktionen von J. Steiner, 1886 
(Journ. f. Math. 68. Bd., 1868, p. 191) und von M. Chasles (Comptes 
rendus 41, 1855). 

^^) Bezüglich der Darstellung der Durchdringungskurve zweier 
Kegel (oder anderer Flächen 2. Grades) vergl. man G. Monge (G^om. 
descr., 1798, III, p. 59 f.) und J. N. P. Hachette (Geom. descr., 1822, IV, 
p. 85 f ). Wichtige allgemeine Eigenschaften dieser Raumkurven 4. Ordnung 
1. Spezies, z. B. die Existenz der vier sie enthaltenden Kegel 2. Ordnung, 
gab zuerst J. V. Poncelet (Propr. proj., 1822, p. 892 f.). Man lese: 
H. Schröter (Grundzüge einer rein geometr. Theorie der Raumkurven 
4. Ordnung 1. Spezies, Leipzig 1890). — Der Begriff des Büschels von 
Flächen 2. Ordnung tritt in spezieller Form (konzentrische Grund- 
flächen) bei Ch. Dupin auf (J. de Tecole polyt. XIV, 1808, p. 80) und 
allgemein bei Ch. Lame (Examen des differentes methodes employees pour 
resondre les problemes des geometrie, 1818). Die Bestimmung des Büschels 
durch acht Punkte des Raumes von unabhängiger Lage führte J. Plücker 
ein (Gergonne Ann. XIX, 1829, p. 181). Man vergl. Th. Reye (Geom. 
d. Lage IH, 1892, p. 17). 

^^) Einige Eigenschaften der Raumkurven 3. Ordnung erwähnt 
A. F. Möbius (Bar. Calcul, 1827, p. 118 f). Eine eingehendere Unter- 
suchung lieferte M. Chasles (Comptes rendus, XL, 1857, p. 189f.). — Zum 
Studium dieser Kurven sind zu empfehlen: Chr. v. Staudt (Beitr. z. Geom. 
d. Lage, 1860, p. 298 f.), Th. Reye (Geom. d. Lage, 11, 1892, p. 188 f). Im 
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Vorwort z. 1. Aufl. d. II. Bd. findet man die Literatur über die Baum- 
kurven 3. Ordnung); ferner H. Schröter (Theorie d. Oberfl. 2. Ordn. u. d. 
Baumkurven 3. Ordn. als Erzeugnisse projektivischer Gebilde, 1880). 

^^) N. von Fuß (Problematum quorundam sphaericorom solutio; De 
proprietatibus quibusdam ellipseos in superficie sphaerica descriptae. Nov. 
Acta Petrop. 11, III, 1788) definierte die sphärische Ellipse durch die 
Bedingung, daß die Summe der sphärischen Abstände jedes ihrer Punkte 
von zwei festen Punkten einen konstanten Wert hat, und erkannte sie 
als Schnitt der Kugel mit einem konzentrischen Kegel 2. Ordnung. 
L. J. Magnus wurde in seiner Untersuchung (Ann. d. Math6m. XVI, 
1826) auf den Satz geführt, daß die Hauptkreise, die einen Kurvenpunkt 
mit den Brennpunkten verbinden, gleiche Winkel mit der sphärischen 
Tangente bilden. J. Steiner (Verwandlung u. Teilung sphärischer Figuren 
durch Konstruktion, Grelles Journ. II, 1827, p. 45) stellte die sphärische 
Ellipse als Hüllkurve dar. Dieselben Figuren behandelte M. Ghasles 
(M6m. sur les propr. des coniques sph6riques, 1831), sowie Chr. Guder- 
mann (Grundriß der analytischen Sphärik, 1830). 

^®) Der Hauptsatz der Axonometrie wurde von K. Pohlke (nach 
H. A. Schwarz, Grelles Journ. Bd. 63) im J. 1853 gefanden, aber erst 
1860 veröffentücht (Darstell. Geom. 4. Aufl., 1876, p. 109). Die im 
Text gelöste Aufgabe gibt einen Beweis des Satzes auf konstruktivem 
Wege. Vergl. Fr. Schilling (Zeitschr. f Math. u. Phys. 48. Bd., 1902, 
p. 487), Fr. Schur, (Journ. l Math. 117. Bd. p. 24). 

^^) Die Striktionslinie des einschaligen Hyperboloides setzt sich 
aus zwei Kurven zusammen, von denen jede einer der beiden Scharen 
von Erzeugenden angehört. Man vergl. A. Migotti, Th. Schmidt und 
A. Adler (Wien. Ber. 80. Bd., 1879, p. 1023; 84. Bd., 1881, p. 908; 
85. Bd., 1882, p. 369). 

m. Kapitel. 

^^) Abwickelbare Flächen untersucht schon L. Euler (De solidis 
quorum superfidem in planum explicare licet, Nov. Comm. Acad. Petrop. 
XVI, 1771), weiter G. Monge (M6m. sur les developpees et les points 
singuliers des courbes ä double courbure, 1771, Mem. d. Sav. etr. X, 
1785) und Tinseau (Solution de quelques problämes etc., 1774, Mem. d. 
Sav. etr. IX, 1781). 

^^) Die Schar von Flächen 2. Ordnung tritt wohl zuerst hei 
J. V. Poncelet auf (Journ. f Math. 4. Bd., 1829). Vergl. M. Chasles 
(Ap. bist. p. 396). Die zwei Flächen 2. Grades gemeinsam umschriebene 
abwickelbare Fläche 4. Klasse wurde im Sinne der darstellenden 
Geometrie zuerst von Th. Olivier (Cours de g6om. descr. II, 1844) und 
ausführlich von J. de la Gournerie (Traitö de g6om. descr. 11, 1862) 
behandelt. 

^^) Aufgaben über Flächen gleichförmiger Neigung findet man 
behandelt bei De la Gournerie (Traite de g6om. descr. II, 1862, p. 104 f.). 

**) Bezüglich der Hauptsätze über windschiefe Regel flächen lese 
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man M. Ghasles (Correspond. Quetelet, 11. Bd.) und A. Cayley (Cam- 
bridge and Dublin Math. Joum. 7. Bd.). Eine ausführliche Darstellung 
in analytischer Form findet sich bei Salmon -Fi edler (Analyt. Geom. d. 
Raumes, II, 3. Aufl., 1880, p. 288f.). Vergl. ferner J. de la Gournerie 
(Traitö de göom. descr., H, 1862, Nr. 618 f., ni, 1864, Nr. 882 f.). 

^^) Über die Konoidflächen vergl. man Salmon-Fiedler (Analyt. 
Geom. d. Raumes, II, 1880, p. 252 f.) und Chr. Wiener (Darst. Geom., 
n, 1887, p. 420f.). 

^^ Auf diese Fläche wurde Plücker bei seinem Studium der linearen 
Komplexe geführt (Neue Geom. des Raumes, p. 97). Der Name rührt von 
A. Mannheim her (Comptes rendus, C. 1885, p. 268f). Vgl. femer: 
H. Picquet, Note sur le conolde de Plücker (Bull, de la Soc. math. de 
France v. 14, p. 68—76). Ball nennt die Fläche Cylindroid (Transact. 
of the Royal Irisch Ac, v. 25, 1872). 

*') Die Regelflächen 3. Grades wurden untersucht von A. Cayley 
(Philos. Mag. 1862 u. 1864 Philos. Transact. 1864); L. Cremona (Atti 
del Istituto Lombardo, II, 1861); E. Weyr (Geom. d. räuml. Erzeug- 
nisse etc., 1870). Vergl. femer Th. Reye'(Geom. d. Lage, 3. Aufl. III, 
1892, p. 92 f.). 

*^ A: Cayley (Journ. de Liouville, 9. Bd., 1844). L. Cremona 
(Sur les surfaces gauches du troisiöme degre, Cr. Journ. für Math., 60. Bd., 
1862). 

^®) Untersuchungen über die windschiefen Regelflächen 4. Grades 
findet man bei M. C h a s 1 e s (Compt. rend. 1861), A. Cayley (Philos. 
Transact. 1864 u. 1869) und L. Cremona (Mem. di Bologna, 8. Bd. 
1868). Man lese K. Rohns Untersuchungen (Math. Ann., 24. u. 28. Bd.). 

^^) Die abwickelbare Normalen fläche, die alle Normalen einer Fläche 
entlang einer Krümmungslinie enthält, erklärt G. Monge (G6om. descr., 
1798, p. 127). Allgemeinere Untersuchungen findet man bei A. Mannheim 
(Mem. sur les pinceaux de droites et les normalies, etc., Journ. de Liouville, 
17. Bd., 1872, p. 109; Cours de geom. descr., 1880, p. 273 f.), ferner 
bei F. Koutny (Wien. Ber., 75. Bd., 1877, p. 851) und von Peschka 
(Wien. Ber., 81. Bd., 1880, p. 1128 u. 1163). 

*^) Der Name Cylindroid wurde auch von A. Cayley auf das in 
Note 26 besprochene Plücker'sche Konoid angewandt. 

*^ Die Wölbfläche des schiefen Durchgangs hat eine sehr 
ausführliche Behandlung gefunden bei Chr. Wiener (Darst. Geom., II, 
1887, p. 475 f.). 

88) Ch. Dupin (AppUc. de göom. 1882). 

IV. Kapitel. 

8*) Über die Entwicklung der Darstellungsmethoden für topo- 
graphische Flächen handelt J. de la Gournerie (Discours sur lart 
du trait et la geomötrie descr., 1855, p. 22). Nachdem schon durch 
frühere Autoren die Niveaukurven eingeführt worden waren (Ph.Buache, 
1738; Ducarla, 1771) und die kotierte Projektion Eingang in die 
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Praxis gefanden hatte, wurden die topographischen Methoden zrLsammen- 
gefafit in dem Werke v. G. von Peschka (Kotierte Ehenen und deren 
Anwendung, Brunn 1877). 

'^) Der Begriff der Indikatrix wurde von Ch. Dupin eingeführt 
(Developpements de geom^trie, Paris 1813). 

^®) L. Euler (Recherches sur la courbure des surfaces, Abh. d. 
Berliner Ak. 1760). 

^^ Meusnier (M6m. sur la courbure des surfaces, Mem. d. Sav. 
etr., 1776). 

'®) Den Begriff der Krümmungslinien verdankt man G. Monge 
(Mem. sur la theorie des deblais et des remblais, Mem. de l'Acad. de 
Paris, 1781; Application de lanalyse ä la g6om6trie, 1795, XV, XVI; 
Geometrie descr., 1798, Nr. 125 f.). — Die Haupttangenten einer Fläche 
treten zuerst auf bei Ch. Dupin (Developpements de geom^trie, 1813). 

^*) Nachdem konfokale Flächen 2. Grades schon früher gelegent- 
lich eine Rolle gespielt hatten, treten sie bei Ch. Dupin (Developpements de 
geometrie, 1813, p. 269) und J. Binet (Joum. de l'^c. polyi, XVI, 1813) 
in ihrem ganzen System auf. Man vergl. M. Chasles (Ap. bist., 1837, 
2. Aufl., 1875, p. b96f.). Ferner E. Weyr (Über Krümmungslinien der 
Flächen 2. Grades und konfokale Systeme solcher Flächen, Wien. Ber., 
1868). — G. Monge (Sur les lignes de courbure de la surface de lellipsoide, 
Joum. de Tee. polyt., 1796, 11). 
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